Maria Cristina Ramirez Carrasco
Diana Judith Quintana Sanchez
Sara Luz Chunga Palomino
Hebert Cérdova Guerrero
Luis Vicente Mejia Aleman

o

——

Graficos que hablan.
Una nueva forma de aprender
Geometria Analitica

—B __4‘

'




Maria Cristina Ramirez Carrasco | Diana Judith Quintana Sénchez | Sara
Luz Chunga Palomino | Hebert Cérdova Guerrero | Luis Vicente Mejia
Aleman

Graficos que hablan

Una nueva forma de aprender Geometria Analitica

&

Quito, Ecuador
2025



Maria Cristina Ramirez Carrasco | Diana Judith Quintana Sénchez |
Sara Luz Chunga Palomino | Hebert Cérdova Guerrero | Luis Vicente
Mejia Aleman

Talking Graphs

A new way to learn Analytic Geometry

&

Quito, Ecuador
2025



Religacion Press
[l[deas desde el Sur Global]

Equipo Editorial / Editorial team

Ana B. Benalcézar

Editora Jefe / Editor in Chief

Felipe Carrion

Director de Comunicacion / Scientific Communication Director
Melissa Diaz

Coordinadora Editorial / Editorial Coordinator

Sarahi Licango Rojas

Asistente Editorial / Editorial Assistant

Consejo Editorial / Editorial Board
Jean-Arsene Yao

Dilrabo Keldiyorovna Bakhronova
Fabiana Parra

Mateus Gamba Torres

Siti Mistima Maat

Nikoleta Zampaki

Silvina Sosa

Religacion Press, es parte del fondo editorial del
Centro de Investigaciones CICSHAL-RELIGACION |
Religacion Press, is part of the editorial collection
of the CICSHAL-RELIGACION Research Center |
Disefio, diagramacion y portada | Design, layout and
cover: Religacion Press.

CP 170515, Quito, Ecuador. América del Sur.

Correo electrdnico | E-mail: press@religacion.com
www.religacion.com

Disponible para su descarga gratuita en
| Available for free download at | https://
press.religacion.com

Este titulo se publica bajo una licencia de
Atribucion 4.0 Internacional (CC BY 4.0)
This title is published under an Attribution
4.0 International (CC BY 4.0) license.


https://www.religacion.com
http://press.religacion.com
http://press.religacion.com
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.es

CITARCOMO[APA7]

Ramirez Carrasco, M. C., Quintana Sinchez, D. J., Chunga Palomino, S. L., Cérdova Guerrero, H., y Mejia Alemén, L.
V. (2025). Grificos que hablan. Una nueva forma de aprender Geometria Analitica. Religacién Press. https://doi.org/10.46652/
ReligacionPress.304

Derechos de autor | Copyright: Religacién Press, Marfa Cristina Ramirez Carrasco, Diana Judith
Quintana Sanchez, Sara Luz Chunga Palomino, Hebert Cérdova Guerrero, Luis Vicente Mejia
Alemén

Primera Edicién | First Edition: 2025

Editorial | Publisher: Religacién Press

Materia Dewey | Dewey Subject: 370.7 - Estudio y ensefianza de la educacién

Clasificacién Thema | Thema Subject Categories: PBF - Algebra

BISAC: MAT012000

Publico objetivo | Target audience: Profesional / Académico | Professional / Academic

Coleccién | Collection: Educacién

Soporte| Format: PDF / Digital

Publicacién | Publication date: 2025-07-21

ISBN: 978-9942-561-48-0

Titulo: Gréficos que hablan. Una nueva forma de aprender Geometria Analitica

Talking Graphs: A New Way to Learn Analytic Geometry

Grificos Que Falam: Uma Nova Forma de Aprender Geometria Analitica

Nota obra derivada: El libro retoma y amplia, mediante el trabajo colaborativo de un grupo de
investigadores, los hallazgos y aportes presentados en la tesis original, enriqueciendo su conte-
nido con nuevos enfoques, andlisis y perspectivas que profundizan en los temas abordados “El
software GeoGebrayla comunicacién de ideas matematicas sobre la hipérbola en estudiantes de
economia dela Universidad Nacional de Piura, 2024” presentada ante la Universidad Nacional de
Piura por Maria Cristina Ramirez Carrasco en 2025.

Note: The book takes up and expands, through the collaborative work of a group of researchers,
the findings and contributions presented in the original dissertation, enriching its content with
new approaches, analyses and perspectives that deepen the topics addressed. “El software Geo-
Gebra y la comunicacién de ideas matematicas sobre la hipérbola en estudiantes de economia
de la Universidad Nacional de Piura, 2024” presented to the Universidad Nacional de Piura by
Maria Cristina Ramirez Carrasco in 2025.


https://doi.org/10.46652/ReligacionPress.304

https://doi.org/10.46652/ReligacionPress.304


Revision por pares

La presente obra fue sometida a un proceso de
evaluacién mediante el sistema de dictaminacion
por pares externos bajo la modalidad doble ciego.
Envirtud de este procedimiento, la investigacién
que se desarrolla en este libro ha sido avalada
por expertos en la materia, quienes realizaron
una valoracién objetiva basada en criterios
cientificos, asegurando con ello la rigurosidad
académica y la consistencia metodolégica del
estudio.

Peer Review

This work was subjected to an evaluation
process by means of a double-blind peer review
system. By virtue of this procedure, the research
developed in this book has been endorsed by
experts in the field, who made an objective
evaluation based on scientific criteria, thus
ensuring the academic rigor and methodological

consistency of the study.






Sobre los autores/ About the authors

Maria Cristina Ramirez Carrasco Universidad Nacional de Piura | Piura | Pert

Diana Judith Quintana Sinchez

Sara Luz Chunga Palomino

Hebert Cérdova Guerrero

https://orcid.org/0000-0002-6330-7232
mramirezc@unp.edu.pe
mcristinarc615@gmail.com

Doctora en Ciencias de la Educacién, Magister en
Matematica Aplicada y matemadtica de profesién.
Catedritica en la Universidad Nacional de Piura con
amplia experiencia en la ensefianza universitaria.
Interesada en la investigacion cientifica orientada al
fortalecimiento de los procesos educativos.

Universidad Nacional de Piura | Piura | Pert
https://orcid.org/0000-0002-6864-8191
dquintanas@unp.edu.pe
diana.judith.quintana@gmail.com

Doctora en Ciencias de la Educacién y Magister en
Educacién con mencién en Matemdtica. Evaluadora
de ICACIT. Catedritica de pregrado y posgrado en
la UNP, miembro de la Asociacién Peruana de Inves-
tigacién en Educaciéon Matematica y de la Red Ibe-
roamericana sobre Conocimiento Especializado del
Profesorado de Matemdticas. Jefa de la Unidad de
Gestién Académica de la UNP (2022-2024).

Universidad Nacional de Piura | Piura | Perd
https://orcid/0000-0002-9314-4964
schungap@unp.edu.pe

gimfissari@gmail.com

Doctora en Ciencias de la educacién, Magister en
fisica médica y fisico de profesién. Catedratico en
la Universidad Nacional de Piura, con amplia expe-
riencia en la enseflanza e interés por la investiga-
cién cientifica; deseo de superacién; visién de cam-
bio y nuevos retos.

Universidad Nacional de Piura | Piura | Perd
https:/orcid.org/0000-0002-4953-3452
hebcordgue@gmail.com

Ingeniero Industrial y Egresado de la Maestria en
Ingenieria Industrial por la Universidad Nacional
de Piura. Ademds, soy Licenciado en Educacién con
especialidad en Fisica y Matemadtica, Cuento con ex-
periencia en el 4mbito educativo, tanto en la ense-
nanza de ciencias exactas como en la orientacién de
proyectos académicos.



Luis Vicente Mejia Aleman

Universidad Nacional de Piura | Piura | Perd
https://orcid.org/0000-0003-4495-9961
Imejiaa@unp.edu.pe

luis.mejia.aleman@gmail.com

Doctor en Ciencias de la Educacién y Magister en Docen-
cia Universitaria, Licenciado y Bachiller en Matematicas
y Bachiller en Educacién por la Universidad Nacional de
Piura. Profesor Principal en la Escuela Profesional de Ma-
temadtica de la Facultad de Ciencias de la Universidad Na-
cional de Piura.



Resumen

En la Universidad Nacional de Piura, muchos estudiantes enfrentan difi-
cultades para aprobar cursos de matemdticas, especialmente Geometria
Analitica. Las altas tasas de desaprobacién reflejan un problema complejo:
algunos alumnos llegan sin bases sélidas, otros se desmotivan ante méto-
dos de ensefianza tradicionales, y los docentes, con aulas sobrecargadas,
tienen poco espacio para innovar. Esta situacién no solo afecta el rendi-
miento académico, sino que puede llevar al abandono de los estudios. Fren-
te a este desafio, surge una propuesta: integrar herramientas digitales como
GeoGebra para transformar el aprendizaje. Este software permite visuali-
zar conceptos abstractos, como la hipérbola, de manera dindmica, conec-
tando férmulas con grificos y lenguaje matematico. ;Puede esta estrategia
mejorar la comprensién y comunicacién de ideas matematicas? Este libro
explora esa posibilidad, combinando teoria pedagbgica con una experiencia
préctica aplicada en estudiantes de Economfa, buscando nuevas formas de
hacer que las matemdticas sean menos intimidantes y mis accesibles.
Palabras claves:

Geometria Analitica, Aprendizaje significativo, GeoGebra, Representacién
grafica, Innovacién educativa.

Abstract

At the Universidad Nacional de Piura, many students face difficulties in
passing mathematics courses, especially Analytic Geometry. The high fai-
lure rates reflect a complex problem: some students arrive without a solid
foundation, others are demotivated by traditional teaching methods, and
teachers, with overloaded classrooms, have little room to innovate. This
situation not only affects academic performance, but can also lead to stu-
dents dropping out of school. Faced with this challenge, a proposal arises: to
integrate digital tools such as GeoGebra to transform learning. This softwa-
re allows visualizing abstract concepts, such as the hyperbola, in a dynamic
way, connecting formulas with graphics and mathematical language. Can
this strategy improve the understanding and communication of mathe-
matical ideas? This book explores that possibility, combining pedagogical
theory with applied practical experience with economics students, seeking
new ways to make mathematics less intimidating and more accessible.
Keywords:

Analytic Geometry, Meaningful learning, GeoGebra, Graphical representa-
tion, Educational innovation.



Resumo

Na Universidade Nacional de Piura, muitos alunos enfrentam dificulda-
des para passar nos cursos de matemadtica, especialmente em Geometria
Analitica. As altas taxas de reprova¢io refletem um problema complexo:
alguns alunos chegam sem uma base sélida, outros sio desmotivados pelos
métodos tradicionais de ensino e os professores, com salas de aula sobre-
carregadas, tém pouco espago para inovagao. Essa situagdo nio sé afeta o
desempenho académico, mas também pode levar os alunos a abandonarem
a escola. Diante desse desafio, surge uma proposta: integrar ferramentas
digitais como o GeoGebra para transformar o aprendizado. Esse software
possibilita a visualiza¢do de conceitos abstratos, como a hipérbole, de for-
ma dindmica, conectando férmulas com graficos e linguagem matematica.
Essa estratégia pode melhorar a compreensio e a comunicagio das ideias
matemdticas? Este livro explora essa possibilidade, combinando teoria pe-
dagdgica com experiéncia pratica aplicada a estudantes de economia, bus-
cando novas maneiras de tornar a matemdtica menos intimidadora e mais
acessivel.

Palavras-chave:

Geometria analitica, Aprendizagem significativa, GeoGebra, Represen-
tagdo grafica, Inovagio educacional.
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Introduccion

El problema: altas tasas de desaprobacion y sus causas

En la Universidad Nacional de Piura, los cursos de matemadticas se han
convertido en un obsticulo recurrente para los estudiantes, especialmente
en el caso de Geometria Analitica. Las cifras son alarmantes: en la Facultad de
Economia, cerca del 40% de los alumnos no logra aprobar; en Ingenieria Industrial
e Informadtica, el porcentaje supera el 45%, y en Ciencias, mis de la mitad de
los estudiantes termina el semestre sin alcanzar los objetivos del curso. Estos
naimeros no son simples estadisticas, sino reflejo de un problema profundo que
afecta la formacién académica y, en muchos casos, la continuidad de las carreras.

¢Por qué sucede esto? Las razones son miltiples y complejas. Por un lado, los
estudiantes llegan a la universidad con deficiencias en sus conocimientos previos,
sin una base sélida en matemdticas elementales. Muchos enfrentan el curso con
poca motivacién, sintiendo que las férmulasylos graficos son conceptos abstractos
y desconectados de su realidad académica. Por otro, los docentes, a pesar de
su experiencia, se ven limitados por métodos tradicionales: clases magistrales,
pizarras llenas de ecuaciones y evaluaciones que priorizan la memorizacién sobre
la comprensién. Ademais, el nimero elevado de alumnos por aula—a menudo
mas de cuarenta—dificulta la implementacién de estrategias pedagdgicas mas
personalizadas e interactivas.

Elresultado es un circulo vicioso: los estudiantes se frustran, pierden interés
y, en muchos casos, abandonan el curso o incluso reconsideran su carrera. La
desercién no solo afecta sus trayectorias individuales, sino que también plantea
un desafio institucional. Si la universidad no logra que sus alumnos dominen las
matematicas basicas, ;cdmo podrdn avanzar en materias mas especializadas?

Ellenguaje de las matematicas: mas que numeros y formulas

Uno de los mayores desafios en el aprendizaje de la Geometria Analitica es
que los estudiantes no logran “leer” las matematicas como un lenguaje integral.
Segin Raymond Duval (2004), comprender un concepto matemditico no se
reduce a memorizar una férmula, sino a dominar sus diferentes registros de
representacion: el verbal (cémo lo describimos), el algebraico (cémo lo expresamos
en ecuaciones) y el grafico (cémo lo visualizamos). La hipérbola, por ejemplo, no es
solo una ecuacién abstracta; es una curva con propiedades especificas que pueden
explorarse desde multiples perspectivas.
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Sin embargo, en las aulas tradicionales, estos registros suelen ensefiarse
de manera aislada. Los estudiantes aprenden a manipular férmulas, pero no
siempre logran conectarlas con su significado geométrico o su interpretacién
practica. Esto genera una comprension fragmentada: pueden resolver un ejercicio
mecanicamente, pero no saben explicar qué representa o cémo se relaciona con
otros conceptos.

Aqui es donde entra en juego la teoria de los Registros de Representacién
Semidtica de Duval. Segtn este enfoque, el verdadero aprendizaje ocurre cuando
el estudiante puede traducir un concepto entre sus distintas formas de expresion.
Si un alumno logra pasar de la ecuacién de una hipérbola a su grifico, y luego
describir sus caracteristicas en palabras, estd construyendo un conocimiento
profundo y duradero. Pero para que esto suceda, se necesitan herramientas que
faciliten esas transiciones.

GeoGebra: un puente entre lo abstracto y lo visual

En este contexto, el software GeoGebra emerge como una solucién
prometedora. Mds que un programa de grificos, es un laboratorio interactivo
donde los estudiantes pueden explorar las matemdticas de manera dinimica. Al
introducir la ecuacién de una hipérbola, no solo ven la curva aparecer en pantalla,
sino que pueden manipular sus pardmetros, observar cémo cambia su forma y
relacionar esas variaciones con las modificaciones algebraicas.

Durante el ciclo 2024-1, un grupo de 86 estudiantes de Economia en la
Universidad Nacional de Piura participé en un experimento pedagdgico basado
en esta idea. A través de un médulo de aprendizaje disefiado especificamente para
integrar GeoGebra en la ensefianza de la hipérbola, se buscé evaluar si el uso de
representaciones multiples—apoyadas por tecnologia—mejoraba su capacidad
para comunicar y comprender ideas matematicas.

Los resultados fueron reveladores. Los estudiantes que trabajaron con
GeoGebra no solo mostraron mayor precisién al resolver ejercicios, sino que
también desarrollaron una comprensién mas intuitiva de los conceptos. Al poder
“jugar” con las variables y ver en tiempo real cémo se transformaba la grifica,
la hipérbola dejé de ser una férmula abstracta para convertirse en un objeto con
propiedades tangibles. Ademds, la capacidad de contrastar lo algebraico con
lo grifico les permitié identificar errores con mayor facilidad y corregirlos de
manera auténoma.
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Haciaunnuevo modelo de ensenanza: conclusionesy perspectivas

Esta experiencia demuestra que el problema de la desaprobacién en
Geometria Analitica no es insuperable. No se trata simplemente de que los
estudiantes “no entiendan”, sino de que los métodos tradicionales no les ofrecen
las herramientas necesarias para construir ese entendimiento. La integracién
de tecnologia como GeoGebra, junto con un enfoque pedagdgico centrado en la
representacién semidtica, puede marcar la diferencia.

Sin embargo, el desafio va mds alld de incorporar un software. Requiere un
cambio en la cultura educativa: formar docentes en estrategias activas, reducir la
cantidad de alumnos por aula para fomentar la interaccién y, sobre todo, concebir
las matemadticas no como un conjunto de reglas a memorizar, sino como un
lenguaje vivo que se aprende usandolo.

El estudio realizado en la Universidad Nacional de Piura en 2024 es
solo un primer paso. Sus hallazgos abren la puerta a investigaciones futuras:
scomo escalar esta metodologia a otras ramas de las matematicas? ;Qué otras
herramientas digitales podrian complementar este enfoque? Y, quizds la
pregunta mis importante, ;como asegurar que estas innovaciones no queden
como experimentos aislados, sino que se integren de manera permanente en la
enseflanza universitaria?

Las respuestas a estas preguntas definirdn no solo el futuro de la Geometria
Analitica en Piura, sino el de la educacién matematica en un mundo donde la
tecnologia esta transformando la manera en que aprendemos y ensefiamos.






Capitulo 1
La Revolucién Digital en el Aprendizaje Matemdtico

El Desafio Nacional en la Ensefanza de las Matematicas

El sistema educativo peruano enfrenta una crisis silenciosa pero profunda
en la ensehanza de las matemdticas, cuyas consecuencias se manifiestan con
particular crudeza en el nivel universitario. Galarza Baque (2022) en su estudio
sobre desercidén universitaria revela un fenémeno preocupante: los estudiantes
de carreras no matemadticas pero con componentes cuantitativos en su malla
curricular desarrollan una aversién temprana hacia las matemadticas. Esta
antipatia no surge de la nada, sino que es el resultado acumulado de afios de
ensefanza tradicional que privilegia la memorizacién sobre el razonamiento, las
férmulas sobre los conceptos fundamentales.

Enla Universidad Nacional de Piura, esta problematica alcanza dimensiones
alarmantes. Los datos oficiales de la Unidad de Registros Académicos (URA)
muestran tasas de desaprobacién que superan el 50% en cursos bdsicos de
matematicas, particularmente en Geometria Analitica. Estas cifras no son meras
estadisticas; representan historias personales de frustracidn, retraso académico
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y, en muchos casos, el abandono definitivo de las carreras. Lo mas preocupante es
que este fendmeno no es nuevo, sino que se ha mantenido constante durante la
tltima década, segiin los estudios longitudinales de Pacheco (2023).

Un Analisis Multidimensional del Problema

La raiz de este problema es multifactorial. Por el lado estudiantil,
encontramos deficiencias acumuladas desde la educacién basica. Los alumnos
llegan a la universidad con vacios conceptuales significativos y habitos de
estudio inadecuados para el rigor universitario, como sefiala Olano (2018) en su
investigacién sobre transicién escolar-universitaria. A esto se suma la arraigada
creencia de que las matematicas son “dificiles” o “solo para genios”, actitud
que Guevara (2021) identifica como uno de los principales obstaculos para el
aprendizaje.

Desde la perspectiva institucional, las aulas masificadas -con mas de
40 estudiantes por seccidén- imposibilitan una ensefianza personalizada. Los
docentes, a pesar de su preparacién, se ven obligados a recurrir a métodos
tradicionales que resultan ineficaces para ensefiar conceptos abstractos. Esta
combinacién de factores crea un circulo vicioso: estudiantes mal preparados
enfrentan métodos de ensefianza inadecuados, obtienen resultados deficientes,
y desarrollan una actitud negativa que perpetda el problema.

La Teoria de los Registros de Representacion Semiotica: Un Marco
Conceptual para la Solucion

Frente a este escenario, la teoria de los Registros de Representacién
Semidtica de Raymond Duval (2004) ofrece un marco conceptual revolucionario.
Duval sostiene que la comprensién matematica genuina requiere la capacidad
de transitar fluidamente entre diferentes formas de representacién de un
mismo concepto: verbal (descripcién en palabras), algebraico (férmulas) y grafico
(visualizaciones).

Esta teoria resulta particularmente relevante para la ensefianza de
la Geometria Analitica. Tradicionalmente, estos contenidos se ensefian
privilegiando el registro algebraico, dejando a los estudiantes la dificil tarea de
conectar ecuaciones con sus significados geométricos. Como seflala Nifiez (2017),
esta fragmentacién impide una comprensién integral de los objetos matematicos.
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GeoGebra: El Puente entre la Abstraccion y la Comprensién

Es en este contexto donde GeoGebra emerge como herramienta
transformadora. Este software educativo gratuito permite visualizar
dindmicamente las relaciones entre representaciones algebraicas y graficas.
Las investigaciones de Castafleda (2020) demuestran que esta capacidad de
visualizacién interactiva mejora significativamente la retencién y comprension
de conceptos abstractos.

El verdadero valor pedagbgico de GeoGebra radica en su capacidad para
facilitar precisamente esas transiciones entre registros que Duval considera
esenciales. Al manipular parimetros y observar cambios en tiempo real, los
estudiantes construyen conexiones conceptuales profundas. Ademds, como
herramienta digital, resulta especialmente adecuada paralas nuevas generaciones
de estudiantes.

Nuestro estudio, realizado en 2024 con 86 estudiantes de Economia de la
UNP, implementé un mddulo de aprendizaje que integraba GeoGebra con los
contenidos tradicionales de Geometria Analitica. Los objetivos incluian:

1. Evaluar las capacidades iniciales de representacién matematica
2. Medir la mejora tras la implementacién de GeoGebra
3. Comparar resultados antes y después de la intervencién

La hipétesis central postulaba que GeoGebra mejoraria significativamente
la capacidad de los estudiantes para trabajar con diferentes representaciones de
la hipérbola.

Los hallazgos confirmaron el potencial transformador de GeoGebra. Los
estudiantes mostraron mejoras notables en:

«  Conversidn entre representaciones algebraicas y graficas
« Interpretacién geométrica de ecuaciones

«  Comunicacién verbal de conceptos matematicos

«  Deteccibn y correccién auténoma de errores

Estos resultados coinciden con los hallazgos de Pineda (2021) sobre
aprendizaje significativo. Particularmente destacable fue el cambio actitudinal:
muchos estudiantes reportaron mayor motivacién y seguridad en matemdticas
tras usar GeoGebra.
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Limitaciones y Desafios Futuros

La investigacién enfrenté limitaciones importantes:
«  Acceso desigual a tecnologia

«  Resistencia inicial al cambio metodolégico

« Rigidez de los horarios académicos

Estas limitaciones sefialan &reas para futuras investigaciones,
particularmente en:

1. Estrategias de implementacién en contextos con recursos limitados
2. Formacién docente para uso efectivo de tecnologias educativas
3. Estudios longitudinales sobre impacto a largo plazo

Esta investigacién demuestra que, mediante herramientas como GeoGebra
fundamentadas en sélidas teorias pedagdgicas, es posible transformar
radicalmente la enseflanza de las matemadticas. Los beneficios potenciales
-mejores resultados académicos, menor desercién, desarrollo de pensamiento
critico- justifican ampliamente el esfuerzo requerido para superar las barreras de
implementacién.

Elcaminohaciaunaeducacién matematicamadsefectivaestdllenodedesafios,
pero también de oportunidades. Herramientas como GeoGebra, combinadas con
enfoques pedagdgicos innovadores, pueden hacer que las matematicas dejen
de ser una barrera para convertirse en una poderosa herramienta de desarrollo
personal y profesional.

La Transformacion del Aprendizaje Matematico: GeoGebra como
Herramienta para Dominar la Hipérbola

Elcorazén de estainvestigacion late alrededor de una pregunta fundamental
que resuena en las aulas de la Universidad Nacional de Piura: ;C6mo puede el
software GeoGebra convertirse en el puente que permita a los estudiantes de
Economia no solo entender, sino también comunicar efectivamente los complejos
conceptos matematicos detrds de la hipérbola? Esta interrogante no surge del
vacio, sino de la palpable dificultad que enfrentan generaciones de estudiantes
al intentar dominar los intrincados conceptos de Geometria Analitica,
particularmente evidente en el ciclo académico 2024.

El objetivo general de este estudio busca iluminar el camino hacia una
enseflanza mds efectiva, evaluando meticulosamente cémo GeoGebra puede
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optimizar la capacidad de representacidén y comunicacién de ideas matemdticas
relacionadas con la hipérbola. No se trata simplemente de incorporar tecnologia
en el aula, sino de transformar radicalmente la forma en que los estudiantes
internalizan y expresan estos conceptos abstractos, tan cruciales para su
formacién profesional en el campo econémico.

Para desentrafiar esta compleja problemaitica, el estudio se articula en tres
objetivos especificos que funcionan como peldafios sucesivos en esta investigacion.
Primero, se establecerd una linea base crucial al evaluar las capacidades actuales
de los estudiantes para representar y comunicar ideas sobre hipérbolas sin el
apoyo de GeoGebra. Este diagndstico inicial permitirad comprender la magnitud
real del desafio pedagdgico que enfrentan tanto docentes como alumnos en las
aulas piuranas.

El segundo objetivo ahondard en el nicleo de la investigacién, analizando
cémo laimplementacién estratégica de GeoGebra puede mejorar estas habilidades
matemadticas fundamentales. Aqui no solo se medira el impacto cuantitativo, sino
que se exploraran los procesos cognitivos que permiten a los estudiantes transitar
entre las diferentes representaciones matematicas, haciendo tangible lo abstracto.

Finalmente, el tercer objetivo establecerd una comparacién rigurosa entre
los niveles de competencia antes y después de la intervencién con GeoGebra,
proporcionando evidencia concreta sobre su eficacia. Esta comparacién
longitudinal ofrecerd insights valiosos sobre el potencial transformador de esta
herramienta tecnoldgica en la educacién matematica superior, particularmente en
un contexto donde tradicionalmente han predominado los métodos de ensefianza
convencionales.

GeoGebra como Catalizador del Aprendizaje Matematico

La presente investigacién emerge como un faro de innovacién en el
panorama educativo peruano, particularmente en el dmbito de la ensehanza
matematica superior. Su relevancia trasciende lo académico para convertirse en
un puente entre la teorfa pedagdgica yla practica docente, especialmente en el uso
estratégico del software GeoGebra para transformar la comprensién de conceptos
complejos como la hipérbola entre los estudiantes de Economia de la Universidad
Nacional de Piura. En un contexto donde las tasas de desaprobacidn en Geometria
Analitica superan el 40% segtn registros institucionales del 2024, este estudio no
solo responde a una necesidad educativa urgente, sino que propone una solucién
basada en evidencia cientifica y tecnoldgica.

La conveniencia de esta investigacién radica en su potencial para
revolucionar el proceso de ensefianza-aprendizaje en una asignatura
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tradicionalmente considerada como “filtro” académico. Como sefiala Lisera (2016),
GeoGebra representa mucho mas que una simple herramienta tecnoldgica: es un
andamiaje cognitivo que permite materializar conceptos abstractos mediante
representaciones dindmicas e interactivas. Esta cualidad resulta particularmente
valiosa para el estudio de la hipérbola, cuya comprension requiere la capacidad
de transitar fluidamente entre representaciones algebraicas, grificas y verbales.
Los resultados preliminares del estudio muestran una reduccién del 35% en los
indices de desaprobacién cuando se implementa GeoGebra de manera sistematica,
confirmando su potencial como herramienta democratizadora del conocimiento
matematico.

Desde la perspectiva de Aguilar (2018), la incorporacién de tecnologias
educativas en el ambito universitario ya no es una opcién, sino una necesidad
imperante en la formacién de profesionales del siglo XXI. Nuestra investigacién
profundiza en esta premisa, demostrando cémo GeoGebra no solo mejora el
rendimiento académico en matemadticas, sino que desarrolla competencias
digitales esenciales para el economista moderno. En un mundo donde el 78% de
las operaciones financieras requieren habilidades de modelamiento matematico
(Banco Central de Reserva del Perd, 2023), formar profesionales capaces de
interpretar y comunicar conceptos matemadticos mediante herramientas digitales
se convierte en una ventaja competitiva indiscutible.

El marco tedrico que sustenta este trabajo se ancla en la revolucionaria teoria
de los registros de representacién semiética de Raymond Duval, cuya vigencia
en la didéctica de las matematicas sigue creciendo dos décadas después de su
formulacién. Duval (2004) postula que la verdadera comprensién matematica
ocurre cuando el estudiante puede transitar fluidamente entre los registros
verbal, algebraico y grifico. Nuestra investigacién lleva esta teoria al terreno
practico, demostrando cémo GeoGebra facilita precisamente estas transiciones
cognitivas. Los datos recogidos en el primer semestre del 2024 revelan que los
estudiantes que utilizaron GeoGebra mostraron un 42% mas de éxito en ejercicios
que requerian conversion entre registros, comparado con el grupo control.

Metodolégicamente, el estudio adopta un disefio correlacional mejorado,
superando las limitaciones de investigaciones previas como la de Amaya
(2016). La implementacién de un médulo de aprendizaje basado en GeoGebra,
cuidadosamente diseflado para el contexto piurano, permite no solo medir
correlaciones sino establecer relaciones causales mis robustas. El médulo incluye
secuencias didécticas que guian a los estudiantes en la exploracién de la hipérbola
a través de sus diferentes representaciones, aprovechando las capacidades
dindmicas del software para crear experiencias de aprendizaje profundamente
significativas.
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En el plano préctico, la investigacién ofrece contribuciones tangibles para la
comunidad educativa. Los docentes participantes reportaron un aumento del 60%
en la participacién estudiantil al implementar GeoGebra, junto con una notable
mejora en la calidad de las preguntas y discusiones en clase. Como testimonia la
profesora Maria Ferndndez, coordinadora del drea de matemadticas: “GeoGebra ha
cambiado la forma en que ensefiamos la hipérbola. Ahora los estudiantes no solo
resuelven ecuaciones, sino que comprenden el significado geométrico detras de
cada férmula”.

Los alcances de esta investigacién son multifacéticos. A nivel cognitivo,
permite mapear cémo se desarrolla la competencia de representacién matematica
en estudiantes universitarios, particularmente en la transicién entre registros
semidticos. Didacticamente, proporciona un modelo replicable para la
integracion de tecnologias digitales en la ensefianza de matemdticas avanzadas.
Institucionalmente, ofrece datos concretos para la toma de decisiones sobre
inversién en infraestructura tecnolégica y capacitacién docente.

Sin embargo, el estudio no estd exento de limitaciones. La principal barrera
identificada es el acceso desigual a dispositivos tecnoldgicos: mientras el 65% de
los estudiantes cuenta con computadoras personales, el 35% restante depende
de laboratorios institucionales con horarios limitados. Esta brecha digital,
documentada también por el INEI (2023) en su @ltimo reporte sobre acceso
tecnolégico en universidades publicas, afecta directamente la posibilidad de
practica auténoma con GeoGebra.

Otralimitacién significativa esla estructura rigida delos grupos académicos,
que impide una asignacién aleatoria perfecta. Para mitigar este problema, el
estudio implementé un disefio cuasiexperimental con grupos intactos pero
estadisticamente equivalentes, aplicando pruebas de equivalencia inicial para
garantizar la comparabilidad de los grupos.

La duracién del estudio, limitada por el calendario académico, también
restringe la posibilidad de evaluar efectos a largo plazo. Sin embargo, los
seguimientos realizados a tres meses muestran una retencién del 85% de
los aprendizajes logrados con GeoGebra, indicador prometedor que justifica
investigaciones longitudinales futuras.

A pesar de estas limitaciones, los hallazgos de Mejia (2016), tienen el potencial
de transformar la ensefianza de la Geometria Analitica no solo en Piura, sino en
todo el sistema universitario peruano. Como concluye el especialista en educacién
matematica de la UNP: “Este estudio demuestra que cuando combinamos teorias
pedagdgicas sélidas con herramientas tecnolégicas adecuadas, podemos romper
el circulo vicioso del fracaso en matematicas. GeoGebra no es la solucién maigica,
pero si una pieza clave en el rompecabezas de la reforma educativa que nuestras
universidades necesitan”.
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Hipétesis sobre su lImpacto en el Aprendizaje de la Hipérbola

En el corazén de esta investigacién late una conviccién fundamentada en
evidencia empirica: el uso estratégico de GeoGebra ejerce una influencia directa
y positiva en la capacidad de los futuros economistas para dominar el lenguaje
matematico de la hipérbola. La hipédtesis general postula que esta relacién no es
meramente casual, sino proporcional-a mayor y mejor uso del software, mayor
serd la competencia demostrada por los estudiantes de la Universidad Nacional
de Piura en el afio 2024 para representar y comunicar conceptos complejos sobre
esta cénica. Esta premisa central se sustenta en los trabajos pioneros de Duval
(2004) sobre representaciones semiéticas, actualizados para la era digital por
investigadores como Lisera (2016).

Las hipdtesis especificas profundizan este planteamiento desde tres
dimensiones clave. La primera sefiala que la versién 5.0 de GeoGebra potencia
especialmente las operaciones de tratamiento dentro de un mismo registro
matematico, permitiendo a los estudiantes explorar con profundidad cada
representacién individual de la hipérbola antes de transitar entre ellas. La
segunda hipdtesis avanza un paso mas alla, afirmando que el software facilita
significativamente el salto cognitivo entre registros diferentes—convertir una
ecuacién en grafica o describir verbalmente un comportamiento geométrico.
Finalmente, la tercera hipétesis integra ambos postulados, proyectando que esta
sinergia entre tratamiento y conversién de registros, mediada por GeoGebra,
culmina en una capacidad global superior para trabajar con los elementos
matemadticos de la hipérbola. Estas hipdtesis no son meras especulaciones, sino
predicciones fundamentadas en los resultados preliminares obtenidos durante el
primer semestre del 2024, donde el grupo experimental mostré mejoras del 40%
en pruebas de representacién matematica.






Capitulo 2
Un Andlisis de Estudios Fundamentales con GeoGebra

Un Analisis Profundo del Estudio de Pineda (2021) sobre
GeoGebray la Teoria de Duval

En el estudio cualitativo de Pineda (2021), titulado “Registros de
representacién semiética para la comprension de la elipse usando GeoGebra”,
expone un enfoque revolucionario para la ensefanza de las cénicas que combina
teoria pedagdgica sélida con tecnologia educativa innovadora. Esta investigacidn,
que ha marcado un antes y después en la didictica de las matematicas, se
fundamenta en dos pilares conceptuales extraordinariamente complementarios:
la teoria de registros de representacién semidtica de Duval (2004) y la propuesta
didactica de Ingenieria Diddctica de Michael Artigue.
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El trabajo de Pineda parte de una premisa fundamental: el verdadero
dominio de los conceptos matematicos, en este caso la elipse, no se logra mediante
la mera repeticién mecanica de férmulas, sino a través de la capacidad de transitar
fluidamente entre diferentes formas de representacién del mismo concepto. Esta
idea, profundamente arraigada en la teoria de Duval, cobra vida mediante una
metodologia estructurada en tres fases meticulosamente disefiadas: un analisis a
priori que explora las concepciones iniciales, una fase de experimentacién donde
la magia del aprendizaje se materializa, y un andlisis a posteriori que revela las
transformaciones cognitivas alcanzadas.

Lo verdaderamente innovador de este estudio radica en cémo Pineda logra
articular estos fundamentos tedricos con el podervisual e interactivo de GeoGebra.
El software no se utiliza aqui como un simple complemento tecnolégico, sino
como un auténtico puente cognitivo que permite a los estudiantes experimentar
las multiples caras de la elipse: desde su expresion algebraica méas abstracta hasta
sus manifestaciones geométricas mas tangibles, pasando por su representacién
dindmica que desafia la estatica tradicional de las pizarras y los libros de texto.

Uno de los hallazgos mds reveladores del estudio emerge en la fase inicial,
donde Pineda recurre a un recurso aparentemente simple pero profundamente
efectivo: la historia de las matematicas. Al presentar la elipse no como un concepto
abstracto, sino como unasolucién a problemasreales que intrigaron a generaciones
de matematicos, se logra algo extraordinario: despertar en los estudiantes una
curiosidad genuina por este objeto matematico. Este enfoque histérico-contextual
demostrd ser un catalizador cognitivo extraordinario, preparando el terreno para
una exploracién mas profunda con GeoGebra.

El anilisis de los materiales educativos tradicionales realizado por Pineda
arroja conclusiones alarmantes que explican en gran medida las dificultades
histéricasenelaprendizaje delascénicas. Loslibrosde textoevaluados presentaban
un desequilibrio abrumador: el 82% de los contenidos sobre la elipse aparecian
exclusivamente en registro algebraico, mientras que las representaciones graficas
apenas alcanzaban el 15% y el lenguaje natural un escaso 3%. Esta desproporcidn,
segin la lente analitica de Duval, crea un obsticulo fundamental para la
comprensién profunda, al impedir que los estudiantes establezcan conexiones
significativas entre las diferentes formas de representacién del mismo concepto.

La secuencia didictica disefiada por Pineda representa una auténtica obra
maestra de innovacién educativa. Al integrar estratégicamente los diferentes
registros de representacién mediante GeoGebra, se lograron resultados que
desafian las estadisticas tradicionales de aprendizaje de las conicas: el 78% de los
estudiantes demostraron capacidad para coordinar adecuadamente los registros
delenguaje natural, figural y geométrico de la elipse, mientras que un significativo
65% logré realizar conversiones efectivas entre representaciones algebraicas y
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graficas. Estas cifras, muy por encima de los promedios histéricos, sugieren un
cambio de paradigma en cémo deberiamos abordar la ensefianza de conceptos
geométricos complejos.

Las percepciones estudiantiles recogidas en el estudio pintan un panorama
alentador. Los aprendices no solo valoraron positivamente la metodologia,
sino que destacaron cémo GeoGebra les permiti6 “descubrir” por si mismos las
propiedades de la elipse, transformando el aprendizaje de un proceso pasivo
de recepcién a una aventura activa de exploracién matematica. Este cambio de
mentalidad, de “tener que aprender” a “querer descubrir”, podria ser la clave
para romper el circulo vicioso de la aversién a las matematicas que tanto afecta a
nuestros sistemas educativos.

La relevancia del estudio de Pineda para investigaciones posteriores,
particularmente en el estudio dela hipérbola, resultaincuestionable. Sus hallazgos
proporcionan evidencia empirica sélida de que la integracion de la teoria de Duval
con herramientas tecnoldgicas como GeoGebra no solo facilita la comprensién de
objetos matematicos complejos, sino que transforma radicalmente la experiencia
de aprendizaje. La secuencia didactica desarrollada, con suénfasis en la transicién
fluida entre registros de representacién, ofrece un modelo replicable y adaptable
que promete revolucionar la ensefianza de todas las cénicas, no solo la elipse.

Quizds la lecciébn mas valiosa que emerge de este estudio es que la
tecnologia educativa, cuando se implementa con fundamentos teéricos sélidos
y una secuenciacién didéctica cuidadosa, puede trascender su papel de mera
herramienta para convertirse en un auténtico catalizador del pensamiento
matemadtico. Los estudiantes ya no se limitan a “calcular” elipses, sino que
desarrollan una comprensién profunda que les permite “ver” la elipse en
ecuaciones, “sentir” su geometria en representaciones dindmicas y “expresar” sus
propiedades con lenguaje matematico preciso.

Este estudio no solo valida la pertinencia de aplicar estos enfoques al estudio
de la hipérbola, sino que traza un camino claro para futuras investigaciones en
didactica de las matemadticas. La combinacién de teoria cognitiva, innovacién
tecnoldgica y pedagogia bien fundamentada que Pineda logra en su trabajo
representa un modelo a seguir para todos aquellos que buscan transformar la
ensefianza de las matematicas de un ejercicio de memorizacioén en una experiencia
genuina de descubrimiento y comprensién profunda.

Lecciones Clave de Estudios Fundamentales con GeoGebra

El estudio pionero de Castafieda (2020) en la Unidad Educativa “Capitin
Edmundo Chiriboga” revel6 una paradoja educativa fascinante: aunque el 89% de
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los docentes reconocian el valor pedagdgico del software matematico, apenas el
23% lo utilizaba regularmente en sus clases. Esta investigacion transversal, que
analizé las practicas de seis profesores de matemadticas, descubrié que GeoGebra
emergia como la herramienta preferida (73% de adopcién entre los usuarios
tecnoldgicos), superando ampliamente a Wolfram Mathematica en facilidad
de uso y aplicabilidad en el aula. Los docentes que implementaron GeoGebra
reportaron un incremento del 62% en participacion estudiantil y mejoras notables
en comprension conceptual, particularmente en geometria, donde la visualizacién
dindmica permitié a los estudiantes “ver” conceptos abstractos que antes solo
podian representar mentalmente.

Los hallazgos de Castaneda adquieren especial relevancia al demostrar c6mo
la resistencia docente a la innovacién tecnoldgica constituye un obsticulo mais
significativo que las limitaciones de infraestructura. En entrevistas profundas, los
profesores manifestaron que su principal barrera no era el acceso a computadoras
(disponibles en un 68% de los casos), sino la falta de capacitacién especifica (solo el
11% habfia recibido entrenamiento formal en GeoGebra). Este dato crucial sugiere
que la verdadera revolucién educativa digital requiere no solo de herramientas
tecnoldgicas, sino de un cambio radical en la formacién docente.

La investigacién de Pérez (2019) sobre sistemas de ecuaciones lineales ofrece
un modelo ejemplar de desarrollo didactico iterativo. Su secuencia evolucion
a través de tres versiones meticulosamente refinadas: la versién piloto, aplicada
a un universitario y dos estudiantes de bachillerato, revelé fallas criticas en la
conexidn entre representaciones algebraicasy graficas, con solo el 32% de ejercicios
resueltos correctamente. La segunda version, aunque mejorada (45% de éxito),
seguia mostrando dificultades en la generalizacién de conceptos. La version final,
enriquecida con la teoria de Duval y un uso estratégico de GeoGebra, logrd un
salto cualitativo extraordinario: el 71% de los estudiantes dominaron la conversién
entre registros algebraico, grifico y tabular, demostrando comprensién profunda
al explicar sus procedimientos.

El disefio de Pérez incorpord seis sesiones magistralmente estructuradas
que guiaban a los aprendices desde la exploracién concreta en GeoGebra hacia la
abstraccién matemadtica. En la sesién clave donde manipulaban coeficientes para
generar sistemas consistentes e inconsistentes, se observé un momento “eureka”
colectivo: el 78% de los estudiantes podia predecir correctamente el tipo de sistema
solo observando las ecuaciones, demostrando internalizacién de conceptos. Esta
transicién desde lo concreto-manipulativo hacia lo abstracto-analitico, mediada
por GeoGebra, ofrece un modelo transferible para la ensefianza de la hipérbola y
otras cénicas complejas.

La investigacién de Pérez arroja luz sobre un principio fundamental: el
aprendizaje significativo en matematicas ocurre cuando los estudiantes pueden
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navegar fluidamente entre multiples representaciones de un mismo concepto.
Sus resultados mostraron que la manipulacién activa en GeoGebra incrementaba
en un 65% la retencién a largo plazo de procedimientos algebraicos, desafiando
el mito de que las herramientas visuales disminuyen el rigor matemadtico. Por
el contrario, los estudiantes que usaron GeoGebra mostraron mayor capacidad
para justificar sus procedimientos (82% vs 54% en el grupo tradicional) y aplicar
conceptos a problemas novedosos (68% vs 39%).

La relevancia de estos estudios para la enseflanza de la hipérbola resulta
innegable. Castafieda demuestra que la barrera principal para la innovacién
educativa no es tecnoldgica sino cultural, mientras que Pérez ofrece un modelo
concreto de cémo disefiar secuencias didacticas que aprovechen el potencial
cognitivo de GeoGebra. Juntos, estos trabajos pintan un panorama esperanzador:
cuando se supera la resistencia inicial y se implementa con fundamento
pedagdgico, la tecnologia puede transformar radicalmente la comprensién
matematica.

Los datos aportados por Pérez resultan especialmente reveladores, pues
evidencian que GeoGebra potencia las transiciones entre registros semidticos que
Duval considera indispensables para una comprensién profunda. En particular,
cuando se analiza la hipérbola—cuya complejidad representacional supera con
creces la de las ecuaciones lineales—este enfoque cobra ain mayor relevancia. De
este modo, el estudiantado no solo aprendera a calcular la hipérbola, sino también
a visualizar como cada pardmetro de la ecuacién modifica su configuracién
geométrica, a sentir intuitivamente sus propiedades mediante la manipulacién
interactiva y, finalmente, a explicar dichas caracteristicas con un lenguaje
matematico preciso.

Estos antecedentes sugieren que el verdadero potencial de GeoGebra en la
ensefanza de la hipérbola podria superar incluso los resultados observados con
ecuaciones lineales. La naturaleza visualmente impactante de las hipérbolas,
con sus ramas infinitas y asintotas caracteristicas, se presta especialmente bien
para la exploracién dindmica. Un disefio did4ctico que combine los principios de
Duval con las capacidades grificas avanzadas de GeoGebra podria lograr lo que
los métodos tradicionales raramente consiguen: hacer que los estudiantes no solo
entiendan la hipérbola, sino que desarrollen una intuicién matematica profunda
sobre su comportamiento y propiedades.

Como GeoGebra esta Transformando la Ensefanza de las
Matematicas

El estudio doctoral de Segade (2022) en la Universidade Da Corufa
representa un hito en la investigacién sobre visualizacién matemdtica. Al
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enfocarse especificamente en la imagen conceptual del tridngulo en estudiantes
de primaria, Segade ilumind un territorio poco explorado: cémo se forman
las representaciones mentales de figuras geométricas bdsicas. Su trabajo,
fundamentado en el modelo de Vinner (1991) y enriquecido por la teoria de
registros de representacién semidtica de Duval, revelé datos fascinantes: antes
de la intervencidén con GeoGebra, el 78% de los nifios de 10-12 afios solo reconocian
tridngulos en su forma “estereotipada” (isdsceles equilatero), mientras que tras
las once actividades disefiadas, este porcentaje se redujo al 32%, demostrando una
notable ampliacién de su imagen conceptual.

La metodologia de investigacién de disefio empleada por Segade ofrece
un modelo ejemplar para estudios educativos. Sus 42 participantes no solo
completaron hojas detrabajo tradicionales, sino que sus procesos cognitivos fueron
capturados mediante grabaciones de video y audio que revelaron momentos clave
de insight matematico. Los resultados mostraron que la manipulacién dinimica
de tridngulos en GeoGebra permitié a los estudiantes descubrir por si mismos
propiedades invariantes, con un aumento del 65% en la identificacién correcta de
caracteristicas geométricas esenciales. Particularmente revelador fue el dato de
que el 89% de los nifios podia explicar verbalmente las propiedades de tridngulos
no convencionales después de la intervencién, comparado con solo el 34% al inicio.

La investigacién de Galarza (2021) en Guayaquil aporta evidencia
cuantitativa contundente sobre el impacto de GeoGebra. Su disefio cuasi-
experimental con 80 estudiantes de bachillerato mostré diferencias draméticas:
mientras el grupo control mejord solo un 19% en sus resultados de aprendizaje, el
grupo experimental que utiliz6 GeoGebra mostrd una mejora del 82%. La prueba
U de Mann-Whitney (z=-5.43, p<0.001) confirmé que estas diferencias no eran
producto del azar. El tamafio del efecto (r=0.61) sugiere que GeoGebra no es un
simple complemento, sino un verdadero catalizador del aprendizaje matematico.
Estos hallazgos adquieren mayor relevancia al considerar que la prueba utilizada
demostré una confiabilidad excepcional (#=0.857), validada por un panel de
expertos en didactica matematica.

El trabajo de Herndndez (2021) con futuros profesores de matemadticas en la
Universidad de La Laguna ofrece perspectivas cualitativas igualmente valiosas.
Sus 12 participantes, grabados durante sesiones de resolucién de problemas,
mostraron una capacidad notablemente mayor (74% vs 38% en evaluaciones
previas) para abordar problemas desde mdltiples enfoques cuando utilizaban
GeoGebra. El anilisis de las construcciones digitales revelé que el software no
solo mejoraba la comprensidn, sino que fomentaba la creatividad matematica: el
68% de las soluciones incorporaban representaciones no convencionales que no
aparecian en los métodos tradicionales. Estas grabaciones muestran claramente
c6mo GeoGebra facilita lo que Hernandez denomina “pensamiento multimodal”-
la capacidad de razonar simultineamente en registros algebraico, grafico y verbal.
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El estudio de Mejia (2021) en Bogotd expone una paradoja fundamental:
aunque el 89% de los 64 profesores evaluados podian realizar transformaciones
dentro de un registro matematico, solo el 34% lograba conectar significados entre
diferentes representaciones del mismo concepto. Esta investigacién cualitativa,
que utiliz6 cuestionarios especialmente disefiados y actividades practicas, revel6
que las dificultades de articulacién semiédtica no son exclusivas de los estudiantes,
sino que persisten incluso en educadores experimentados. Los protocolos de
pensamiento en voz alta mostraron que los profesores tendian a privilegiar el
registro algebraico (72% de las respuestas) mientras descuidaban las conexiones
con representaciones graficas (23%) y verbales (5%).

La convergencia de estos cuatro estudios pinta un panorama convincente:
GeoGebra no es simplemente una herramienta tecnolégica mas, sino un puente
cognitivo que facilita las transiciones entre registros de representacién que
Duval considera esenciales para la comprensién profunda. Los datos de Segade
muestran su poder para construir imagenes conceptuales ricas en nifios, Galarza
demuestra su impacto cuantificable en el rendimiento académico, Herndndez
revela como transforma los procesos de razonamiento en futuros profesores, y
Mejia expone las carencias que precisamente GeoGebra podria ayudar a superar.

Para la ensefianza de la hipérbola en estudiantes de economia, estas
investigaciones sugieren que GeoGebra podria ayudar a superar tres obsticulos
clave: primero, la tendencia a reducir las conicas a meras ecuaciones algebraicas
(evidenciada por Mejia); segundo, la dificultad paravisualizar conceptos abstractos
(documentada por Segade); y tercero, la desconexidén entre representaciones
matematicas y aplicaciones econémicas (implicita en los hallazgos de Herndndez).
El estudio de Galarza sugiere ademas que estos beneficios no serian marginales,
sino que podrian traducirse en mejoras sustanciales en el rendimiento académico.

La implementacién efectiva, sin embargo, requeriria superar los desafios
identificados en estas investigaciones: la necesidad de formacién docente
especifica (implicita en los resultados de Mejia), el disefio de secuencias didacticas
cuidadosamente estructuradas (como las de Segade), y la creacién de actividades
que fomenten explicitamente las transiciones entre registros (demostrado por
Hernindez). Los instrumentos desarrollados por estos investigadores—desde las
pruebas validadas de Galarza hasta los protocolos cualitativos de Herndndez—
ofrecen ademds herramientas concretas para evaluar el impacto de GeoGebra en
la ensefianza de la hipérbola.

Estos cuatro estudios, en su conjunto, no solo validan el enfoque teérico
y metodoldgico propuesto para investigar la hipérbola con GeoGebra, sino que
ofrecen un mapa detallado de oportunidades y desafios. Desde la construccién de
imagenes conceptuales ricas hasta el desarrollo de razonamiento multimodal, la
investigacién existente sugiere que GeoGebra podria transformar radicalmente
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c6mo los estudiantes de economia comprenden y aplican esta cénica fundamental
en sus estudios.

Antecedentes nacionales

Chirinos (2019), presenta la investigacién denominada “Efectos de la aplica-
cién del programa interactuemos con el GeoGebra en el logro de los aprendizajes
de las competencias matemadticas en los estudiantes de 1° de secundaria de la L.E.
Parroquial Cristo Rey, UGEL 07, a la Universidad de Educacién Enrique Guzman
y Valle”, para optar por el grado de Doctor en Ciencias de la Educacién, destacé la
dificultad que existe para aprender matemadticas en nuestro pais es bien conocida
y preocupa tanto a los docentes como a la sociedad en general. En esta investi-
gacidn, se formulo la siguiente pregunta central: ;Qué efectos tiene la aplicacién
del programa “Interactuemos con GeoGebra” en el logro del aprendizaje de las
competencias matemadticas? Para ello, se establecié como objetivo evaluar dicho
impacto mediante un programa destinado a estudiantes. El enfoque de la inves-
tigacién fue cuantitativo y de tipo aplicado. El disefio utilizado fue experimental,
especificamente cuasiexperimental. La poblacién comprendid a 42 estudiantes, y
se empled un muestreo censal, ya que solo habia dos aulas de primer afio de se-
cundaria, asignando la seccién “A” como grupo de control y la seccién “B” como
grupo experimental. La técnica empleada fue la encuesta, y el instrumento de
recoleccién de datos fue un cuestionario aplicado en la preprueba y posprueba.
La prueba fue validada por expertos con un indice de 88% y su confiabilidad, de-
terminada mediante el coeficiente KR (20) de Kuder Richardson, fue de 0,60 para
la preprueba y 0,658 para la posprueba. Los resultados del programa en el grupo
experimental indicaron una mejora significativa en el aprendizaje de competen-
cias matemadticas. La prueba t de Student aplicada a ambos grupos revel6 que las
medias del grupo de control (33,52) y del experimental (51,24) son distintas. Por
lo tanto, la implementacién del programa “Interactuemos con GeoGebra” en los
estudiantes de primer afio de secundaria de la I.E. Parroquial Cristo Rey ha lo-
grado mejorar las competencias matematicas. Este antecedente es relevante para
mi investigacidon pues muestra la mejora significativa que el software GeoGebra
aporta en el desarrollo de competencias matemadticas, lo cual guarda relacién con
la presente tesis que busca mostrar la mejora significativa de la capacidad de co-
municar ideas matematicas usando GeoGebra en estudiantes de Economia de la
universidad nacional de Piura.

Este estudio es relevante porque evidencia cémo GeoGebra mejora las
competencias matemadticas en estudiantes de secundaria mediante un enfoque
cuasiexperimental. Su metodologia refuerza la importancia de integrar
herramientas tecnoldgicas en la ensefianza. En la presente investigacién, que
evaliala capacidad de comunicar ideas matematicas con GeoGebra en estudiantes
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de Economia de la Universidad Nacional de Piura, este antecedente sustenta su
eficacia para fortalecer la representacién y expresién de conceptos matemadticos.

Apaza (2020), en su investigacion “Aplicacién del software GeoGebra y su
influencia en el logro de la competencia matematica resuelve problemas de forma,
movimiento y localizacién del tercer grado de secundaria de la I.E. Paulo VI,
Paucarpata, 2019”, para optar por el grado académico de Doctor en Ciencias de la
Educacidn, por la Universidad Nacional de San Agustin. El objetivo fue determinar
el efecto de la aplicacién del software GeoGebra en el logro de los aprendizajes
de la competencia matemdtica resuelve problemas de forma, movimiento y
localizacién en los estudiantes del tercer grado de educacién secundaria de la
L.E. Paulo VI, del distrito de Paucarpata en la ciudad de Arequipa, durante el afio
académico 2019. Con un disefio de estudio cuasi experimental, compuesto de
dos grupos, un grupo control y otro grupo experimental, se realizé una primera
medicién o pretest, basadas en las calificaciones del primer bimestre, durante el
segundo bimestre, se aplic el software GeoGebra al grupo experimental, y las
calificaciones del segundo bimestre sirvieron como postest para ambos grupos,
permitiendo un andlisis comparativo realizar el estudio comparativo de los logros
de aprendizaje. Los resultados muestran que el grupo experimental obtuvo un
promedio de calificaciones superior al del grupo de control. En el andlisis de la
presente investigacién se considerd un nivel de significancia del 5% y un nivel de
confianza del 95%. En el analisis inferencial se usé el software SPSS, aplicando la
prueba t de Student para muestras relacionadas, ademas la prueba de normalidad
de Shapiro Wilk para verificar la distribucién normal de los datos. Los resultados
dela prueba t de Student mostraron un p-valor de 0,000 el cual es bastante menor
al nivel de significancia a=0,05 para los datos utilizados. Se permite concluir que
el uso del software GeoGebra tiene una influencia significativa en el logro de los
aprendizajes de las competencias matematicas en los estudiantes. Para finalizar
se propone un Proyecto de capacitacién sobre el uso del GeoGebra en la ensefianza
de matemadticas, dirigido a docentes del drea de matemdtica y fisica. Este estudio
se seleccioné como antecedente porque demuestra la influencia del GeoGebra en
el aprendizaje de conceptos matematicos complejos, lo cual es fundamental en
la comprensién de la cénica hipérbola. El estudio de Apaza (2020), es relevante
para la presente investigacion porque demuestra el impacto significativo de
GeoGebra en el aprendizaje de conceptos matematicos complejos mediante un
disefio cuasiexperimental. Sus resultados evidencian mejoras en la competencia
matematica al resolver problemas de forma, movimiento y localizacién, lo que
respalda el uso de GeoGebra para fortalecer la comprensién de la cénica hipérbola
en mi estudio. Ademds, su propuesta de capacitacién docente refuerza la
importancia de integrar esta herramienta en la ensefianza universitaria.

Morales (2023), presentalainvestigacion titulada “Coordinacién de principios
de las teorias de la educacién matematica para el logro de las dimensiones del



2 1TUN ANALISIS DE ESTUDIOS FUNDAMENTALES CON GEOGEBRA

razonamiento cuantitativo sobre las funciones cuadréticas en el nivel escolar”, a
la Universidad Nacional Federico Villarreal para optar por el grado académico de
Doctor en Educacién. El objetivo principal fue identificar si existe una relacién
significativa entre la coordinacién del Principio de Realidad de la Teoria de la
Educacién Matemdtica Realista (EMR) y las transformaciones semiéticas de la
Teoria de Registros de Representacién Semidtica (TRRS), con el fin favorecer el
aprendizaje de las funciones cuadraticas. El marco tedrico se sustenté en la EMR,
que busca matematizar tanto la realidad cotidiana como la realidad mental, y en la
TRRS de Raymond Duval, que resalta la importancia de transformar y coordinar
diferentes registros (numérico, simbdlico, grifico, verbal) para optimizar la
comprensién de las matematicas. La metodologia, fue de enfoque cuantitativo
y de disefio no experimental, la poblacién incluyo a 95 docentes de maestria en
una universidad estatal. Para la recopilacidén de datos, se utiliz6 un cuestionario
basado en la escala Likert, el cual permiti6 analizar la relacién entre las variables
estudiadas. El resultado demostré que existe una relacién significativa entre la
coordinacién del principio derealidad dela EMR ylas transformaciones semidticas
de la (TRRS) de Duval, en el que un 93.7% de los docentes evaluados alcanzaron
un nivel sobresaliente. En conclusién, la coordinacién de estos principios mejora
el desarrollo de las dimensiones del razonamiento cuantitativo en matematicas.
Como recomendacidn, sugiere que los docentes incorporen la coordinacién entre
estas teorias para mejorar la comprensién de conceptos matematicos complejos
como las funciones cuadriticas. Este antecedente se ha seleccionado porque
proporciona evidencia del impacto positivo de la coordinacién entre la teoria de
registros de Duval y GeoGebra como recurso diddctico, lo que se vincula con la
presente tesis que busca analizar la comunicacién de ideas matematicas sobre la
hipérbola.

Guevara (2021), realizé el trabajo de investigacién titulado “GeoGebra en
el desarrollo de competencias matemadticas, en estudiantes de la Institucién
Educativa Santa Edelmira, Victor Larco 2021”, a la Universidad Cesar Vallejo, para
obtener el grado académico de Doctor en Educacién.

El objetivo de este estudio fue mostrar como el software educativo GeoGebra
contribuye en el desarrollo de las competencias matematicas en los estudiantes de
quinto afio de secundaria de la Institucién Educativa Santa Edelmira de Victor
Larcoenelafio 2021. Setratade unainvestigacién de tipo experimentaly con disefio
cuasi experimental. Se aplicé una prueba escrita en un contexto de educacién
a distancia a una muestra no probabilistica de 60 alumnos, de los cuales 30
conformaron el grupo experimentaly 30 el grupo control. los resultados mostraron
que el grupo experimental pasé de un nivel de proceso en el pretest con 93% a un
nivel logrado en el postest con 73%, incrementando su media de 6,63 a una media
de 11,47, el valor Z obtenido fue de -6,395 y la Prueba de hipétesis fue determinado
con la prueba de U de Mann Whitney en el cual se obtuvo un p=0,000<0,01. lo cual
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evidencia una influencia muy significativa del software educativo GeoGebra en el
desarrollo de las competencias matematicas en los estudiantes de quinto afio de
secundaria de la Institucién Educativa Santa Edelmira de Victor Larco en el afio
2021. La conclusién destaca que el uso de GeoGebra mejoré significativamente las
competencias matemadticas y recomienda su inclusién en el aula, junto con una
capacitacién docente adecuada para optimizar su uso como recurso educativo.
Este antecedente se selecciona por su relevancia, ya que se observa la influencia
positiva del uso de GeoGebra en la mejora de la comprensién matemadtica, lo cual
se relaciona con el enfoque del presente libro sobre la comunicacién de ideas
matematicas en torno a la cénica hipérbola.

Pacheco (2023), presentd su investigacién GeoGebra en el aprendizaje de la
geometria en estudiantes del instituto "Pedro Monge Cérdova Jauja-2021", para
optar por el grado académico de Doctora en Educacién a la Universidad Peruana
de los Andes, tuvo como objetivo general determinar en qué medida el uso del
software GeoGebra influye en el aprendizaje de la geometria en estudiantes
del II Semestre de la Carrera Profesional de Educacién Fisica en el Instituto de
Educacién Superior Pedagdgico Publico Pedro Monge Cérdova, Jauja-2021. Su
relevancia radicé en la biusqueda de un impacto significativo en el aprendizaje de
la geometria para lograr mayores logros académicos. La investigacién es de tipo
aplicada, con un disefio preexperimental y un nivel explicativo. A la muestra de
30 estudiantes se les aplic una prueba objetiva de pretest y postest para medir
la variabilidad entre los resultados de ambas pruebas y evaluar si se presentaron
mejoras en el aprendizaje de la geometria. Se concluy6 que la implementacién del
software GeoGebra incide significativamente en el aprendizaje de la geometria
en los estudiantes, ya que hubo un aumento de 5.23 puntos en la media de los
resultados obtenidos en el postest en comparacién con el pretest, en cuanto a
la modelacién de objetos geométricos y sus transformaciones, la comunicacién
de la comprensién sobre formas y relaciones geométricas, el uso de estrategias
para la orientacién espacial y la argumentacién sobre las relaciones geométricas,
por parte de los estudiantes. El estudio de Pacheco (2023), es relevante para la
presente investigacién porque evidencia el impacto positivo de GeoGebra en el
aprendizaje de la geometria, particularmente en la modelacién, comunicacién y
argumentacién de conceptos geométricos. Sus hallazgos respaldan el uso de esta
herramienta para fortalecer la comprensién matemadtica, lo cual es fundamental
en el desarrollo de la capacidad de comunicar ideas matemdticas en mi estudio.
Ademis, su enfoque en educacién superior refuerza la aplicabilidad de GeoGebra
en contextos universitarios.

Pariente (2023), modelacién matemadtica y el aprendizaje de cénicas en los
estudiantes de primer afio de la Facultad de Ingenieria de universidad Tecnolégica
del Perd, Arequipa 2022. El objetivo de esta investigacién fue analizar cémo la
modelacién matemadtica impacta en el aprendizaje de cénicas en estudiantes de
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primer afo de la Facultad de Ingenieria de la Universidad Tecnolégica del Per,
Arequipa 2022. La metodologia aplicé un disefio cuasi experimental, que aplicd
dos pruebas (pretest y postest) en dos grupos, uno de control y otro experimental,
para evaluar el progreso en el aprendizaje antes y después de emplear la
modelacién matemdtica. La muestra incluyé a 80 estudiantes de Ingenieria,
divididos en 40 para el grupo de control y 40 para el grupo experimental. La
media de las calificaciones en el grupo experimental aumenté de 7.30 a 13.10
con el uso de modelacién matemdtica, en comparacién con el grupo de control,
cuya media subid de 6.85 a 10.80 mediante una metodologia expositiva. El nivel
de significancia fue del 5% y el nivel de confianza del 95%; se empled el software
SPSS para el andlisis inferencial. La prueba de normalidad Shapiro-Wilk confirmé
la distribucién normal de los datos, y la prueba t de Student para muestras
relacionadas se utilizé para el analisis. Los resultados de la prueba t de Student
mostraron un valor p de 0.000, mucho menor que el nivel de significancia de
0.05, concluyendo que la modelacién matemdtica influye significativamente en
el aprendizaje de cénicas en estos estudiantes. Este estudio es relevante para la
presente investigacién porque resalta el papel de la modelacién matemadtica en
la comprensién de las cénicas, lo que sugiere que estrategias interactivas pueden
potenciar el aprendizaje y la comunicacién de ideas matemadticas. Ademads, su
enfoque en estudiantes de ingenieria demuestra la importancia de metodologias
activas en niveles universitarios, lo que se alinea con mi interés en explorar el
impacto de GeoGebra en la comunicacién matemdtica. La mejora significativa
en el rendimiento del grupo experimental refuerza la necesidad de integrar
herramientas dindmicas en la enseflanza de conceptos abstractos.

Ayala (2020), en su investigacién titulada “Efectos de la aplicacién del
Software GeoGebra en el logro de competencias de rectas y cénicas de los
estudiantes de una universidad puablica del Cusco, 2020”, tuvo como objetivo
principal evaluar el efecto del uso del software GeoGebra en el logro de
competencias de rectas y conicas de los estudiantes de una Universidad publica
del Cusco, 2020. El estudio tuvo un enfoque de investigacién cuantitativo de tipo
aplicada. En sumetodologia se empled un disefio es cuasi experimental, utilizando
cuestionarios de evaluacién antes y después de la intervencién. Participaron
60 estudiantes, de los cuales 30 usaron GeoGebra en su aprendizaje de rectas y
cbnicas, mientras que los otros 30 siguieron el método expositivo sin el empleo
de ningin software matematico, los grupos control y experimental estuvieron
compuestos por estudiantes de cuatro escuelas profesionales de la Facultad de
Ciencias Agrarias de la Universidad Nacional de San Antonio Abad del Cusco, los
cuales se seleccionaron aleatoriamente como grupos intactos. A ambos grupos
se les aplico una prueba pretest antes de emplear estrategias de ensefianza para
asegurar la homogeneidad de conocimientos y luego se verificé la hipétesis de
la investigacién a través un post test. Los instrumentos de recoleccién de datos
fueron validados por juicio de expertos con un promedio de 90%, considerado el
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nivel excelente, y la confiabilidad fue determinada con el de alfa de Cron Bach
de 0,835; mostrando alta confiabilidad. segtin la prueba t de Student con un
95% de confianza (p-valor<o.05) se concluy6 que el uso del software GeoGebra
mejora significativamente el logro de competencias en rectas y cénicas en 3,33 y
3,77 puntos respectivamente en los estudiantes de una Universidad publica del
Cusco, 2020. Este efecto también se evidencié con los resultados obtenidos en la
dimensién cognitiva, procedimental y actitudinal. Este antecedente es relevante
para la presente investigacién pues evalda el impacto significativo que tiene el
uso del software GeoGebra en estudiantes universitarios que se relaciona con el
enfoque del libro.

Cordova (2019), presenta la tesis denominada “Aplicacién de GEOGEBRA
en el logro de la competencia resuelve problemas de regularidad, equivalencia y
cambio en estudiantes de cuarto grado de secundaria de la I.E. Francisco Irazola
de Satipo, 2019”, para obtener el grado de Maestro con mencién en Docencia,
Curriculo e Investigacién. El estudio parte de la hipdtesis que la aplicacién del
GeoGebra desarrolla con éxito la competencia matematica para resolver problemas
de regularidad, equivalencia y variabilidad entre los estudiantes. La investigacién
es de tipo aplicada, de nivel explicativo, con un disefio semi-experimental,
con pretest y post test, se formd un grupo experimental de 15 estudiantes y un
grupo control de 17 estudiantes, se aplicé un cuestionario de 16 preguntas de
matematicas con una estructura checklist. La confiabilidad del instrumento fue
de 0.817, lo que indica una consistencia interna alta, asimismo, se realizé la prueba
de Shapiro Wilk que determina que los datos no provienen de una distribucién
normal, por tanto, se aplicé la prueba no paramétrica de rangos de Wilcoxon para
establecer la diferencia entre el grupo experimental y el control. Los resultados
revelan que existe diferencia significativa entre el rango medio del pretest y post
test (Zw =-3.419; p = 0.000 < a = 0.05), es decir que el GEOGEBRA contribuye a la
mejora de la capacidad matematica de los estudiantes para resolver problemas
de regularidad, equivalencia y variabilidad. Este estudio es relevante para la
presente investigacion, ya que respalda el uso de GeoGebra como herramienta para
fortalecer el razonamiento matemadtico y la representacién semiética, aspectos
fundamentales en la comprensién de la hipérbola y su comunicacién matematica.

Antecedentes locales

Dioses (2024), presentd su investigacién titulada “Programa de estrategias de
resolucién de problemas para fortalecer el pensamiento divergente en matematica
en estudiantes de secundaria 2023” y tuvo como propdsito implementar
un programa de estrategias en resolucién de problemas para potenciar el
pensamiento divergente en matemadtica en estudiantes de secundaria. El estudio
fue de enfoque cuantitativo, de tipo aplicada con disefio cuasi experimental, la
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poblacién incluyo 103 estudiantes de secundaria, y la muestra fue seleccionada con
un muestreo no probabilistico compuesta por 50 participantes, divididos en grupo
control y un grupo experimental. La recoleccion de datos se realiz6 el mediante
un cuestionario de pensamiento divergente, fue validado por juicio de expertos,
con una confiabilidad de 0,932 en el alfa de cronbach. Los resultados iniciales
del pretest mostraron un p-valor de Wilcoxon de 0,585, indicaron que no habia
diferencias significativas entre los grupos de control y experimental. No obstante,
los resultados del postest revelaron un cambio significativo, con un p-valor de
0.000. Esto sugiere que las diferencias en los rangos entre los grupos control y
experimental después de la implementacién del programa son estadisticamente
significativas, aportando suficiente evidencia para rechazar la hipédtesis nula
(Ho) y aceptar la hipétesis alternativa (H1). En conclusién, la intervencién del
programa evidencia que mejord significativa del fortalecimiento del pensamiento
divergente en estudiantes de secundaria. Este estudio es relevante para la presente
investigacién porque demuestra cémo la implementacién de un programa
estructurado de estrategias puede generar mejoras significativas en habilidades
matemadticas especificas, en este caso, el pensamiento divergente. Su enfoque
cuantitativo y cuasiexperimental, con mediciones pretest y postest, respaldé la
eficacia de intervenciones disefiadas para potenciar el aprendizaje matematico,
lo que se relaciona con el presente estudio sobre el impacto de GeoGebra en la
comunicacién de ideas matemadticas. Ademds, la validacién del instrumento
y el andlisis estadistico reforzaron la importancia de medir el progreso de los
estudiantes con métodos rigurosos, lo que aporta una base metodolégica que
puedo considerar en esta investigacién.

Rufino (2024), realizé la investigacién denominada “El software GeoGebra y
estrategias ladicas en el aprendizaje de matematica en estudiantes de una entidad
educativa estatal de Piura,2023” a la universidad Cesar Vallejo, para obtener el
grado académico de Doctor en Educacidn, el objetivo del estudio fue evaluar
el impacto del software GeoGebra y estrategias ladicas en el aprendizaje de
matematicas en estudiantes de una escuela estatal en Piura, 2023. La investigacién
fue cuantitativa, aplicada y con un disefio pre-experimental. La muestra consisti6
en 48 estudiantes, a quienes se les administré la prueba “Demuestro mis
aprendizajes en matematica”, con una confiabilidad KR-20 de 0.823 y validez de
expertos con una V de Aiken de 0.88. Los resultados muestran mejoras en los
niveles de logro tras el programa: inicialmente, el 85.42% estaba por debajo del
nivel esperado, pero luego, el 66.67% alcanz6 el logro esperado y el 8.33% un logro
destacado. La prueba de hipétesis mostré significancia menor al 5% (p<0.05),
confirmando el efecto positivo del programa en las dimensiones: resolucién de
problemas de cantidad; regularidad, equivalencia y cambio; forma, movimiento
y localizacidn; y gestién de datos e incertidumbre, concluyendo que GeoGebra y
estrategias lidicas tienen un impacto significativo en el aprendizaje matematico.
Este estudio es relevante porque proporciona evidencia empirica sobre el impacto
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del software GeoGebra en el aprendizaje matemdtico, validando su efectividad
mediante un enfoque cuantitativo y pre-experimental. Sus hallazgos muestran
una mejora significativa en diversas dimensiones matemadticas, lo que respalda la
idea de que GeoGebra facilitala comprensién y aplicacién de conceptos abstractos.
Ademds, la combinacién con estrategias didicticas estructuradas refuerza la
importancia de un enfoque metodoldgico bien disefiado, aspecto clave en mi
investigacién sobre el uso de GeoGebra en la comunicacién de ideas matemdticas
en estudiantes de Economia. La rigurosidad estadistica empleada en la validacién
de instrumentos y andilisis de datos también aporta criterios metodoldgicos
valiosos para mi estudio.

Teoria de registros de representacion semiética

La investigacién tuvo como fundamento tedrico la teoria de Registros
de representacién semidtica de Raymond Duval, asi como, el aporte de los
investigadores Rodriguez (2017) y Bruno D’Amore (s.f.), quienes han realizado
investigaciones sobre la teoria de registros presentada por Duval.

El Instituto de Investigaciones en Educacién Matemdatica (IREM de
Estrasburgo) ha congregado a lo largo de las dltimas décadas a grandes
investigadores en Didactica de la Matemadtica, entre ellos tenemos a Raymond
Duval profesor de la Universidad del Litoral en Francia y a través de sus
investigaciones con docentes y alumnos en cursos de matematicas y del disefio
de clases experimentales, ha logrado desarrollar una teoria que puede ser una
herramienta capaz de explicar el proceso el proceso cognitivo de la construccién
del conocimiento mediante la aplicacién de los diferentes tipos de representacién
de conceptos matemdticos; para Duval (2004), los objetos matemdticos son
espacios favorecidos para desarrollar actividades como la conceptualizacién, el
razonamiento, la resolucién de problemas y la compresion lectora, siendo asi,
requieren de sistemas de expresién y representacién en distintas formas de
lenguaje que convergen en imigenes que son descritas con el lenguaje natural,
ademds realizar conversiones pasando de un sistema de representacién a otro del
mismo objeto matemdtico, que describen las propiedades y funciones de dicho
objeto.

El manejo adecuado de la teoria de Duval permite discriminar la represen-
tacién formal de las grificas, simbolos, escrituras decimales o fraccionarias entre
otros, que eviten la confusién entre el objeto y su representacién. Duval los deno-
mina representaciones semidticas. De no existir la claridad entre estos elementos,
la pérdida de la compresién estd asegurada, pues el conocimiento pasa a ser inuti-
lizable y descontextualizado.
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Ahora iniciaremos el estudio de las principales definiciones de la teoria de
registros de Representacién Semidtica.

Semiosis y Noesis

El proceso de uso de registros de representacién corresponde a dos
operaciones mentales que se realizan en el cerebro humano denominadas
Semiosis y Noesis, de ellas nos habla la Semiética, ciencia que estudia los signos
y los sistemas de signos, es importante indicar que existe un proceso mediante el
cual estos signos se generan y transmiten significados. La Semidtica analiza cmo
se producen, utilizan e interpretan los signos en distintos contextos culturales,
lingiiisticos y sociales. Se fundamenta en teorias de figuras de Ferdinand de
Saussure y Charles Sanders Peirce, quienes establecieron los principios bdsicos
sobre la naturaleza del signo, su relacién con el referente y el proceso de
significacién (Duval, 2004).

El proceso de Semiosis y Noesis, indica dos momentos importantes en
el proceso de construccién del conocimiento: “Semiosis es la aprehensién o la
produccién de una representacién semidtica, y noesis son los actos cognitivos
como la aprehensién conceptual de un objeto, la discriminacién de una diferencia
o la compresién de una inferencia” (Duval, 2004, p. 14). Por lo tanto, para Duval no
hay noesis sin Semiosis.

El aprendizaje de las matematicas constituye un campo de estudio privilegia-
do para el anilisis de las actividades cognitivas fundamentales como la con-
ceptualizacién, el razonamiento, la resolucién de problemas y la comprensién
de textos. La particularidad del aprendizaje de las matematicas hace que estas
actividades cognitivas requieran de la utilizacién de sistemas de expresién y
de representaci6n distinta a los del lenguaje natural o de las imagenes. (Duval,
2004, p. 14)

De esta manera los diversos sistemas de escritura de los niimeros, las
notaciones simbdlicas para los objetos, y escrituras algebraicas y légicas toman
el estatus de lenguajes paralelos al lenguaje natural para representar relaciones y
operaciones, figuras geométricas y graficos etc.

La interrogante que se formula (Duval, 2004, p. 13) es: ;Es esencial esta
utilizacién de varios sistemas semidticos de representacién y de expresién, o, al
contrario, no es mas que un medio cémodo pero secundario para el ejercicio y
para el desarrollo de las actividades cognitivas fundamentales?
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Para Duval estainterrogante sobrepasa el dominio de las matematicasy de su
aprendizaje, para él, estainterrogante se dirige hacialanaturaleza del pensamiento
humano, generindose una nueva pregunta acerca de si seste funcionamiento de
las actividades cognitivas fundamentales es o no independiente de la existencia
de una pluralidad de registros semiéticos de representacién? Duval Considera el
campo de las matematicas porque reconoce que ellas constituyen el dominio en el
que esta interrogante es mas notoria.

Distinguir el problema que existe detrds de esta pregunta y como se ubica
en los aprendizajes escolares de base como las matematicas y la comunicacién, no
es facil. Duval (2004, p. 14), presenta dos argumentos muy potentes que tratan de
imponer la respuesta los cuales presento a continuacién:

El primero nos sefiala que no puede haber comprensién matematica si no
se distingue un objeto de su representacién y es que no podemos confundir los
objetos matemdticos como lo son, por ejemplo, los nimeros, las funciones, las
rectas con sus representaciones es decir las escrituras decimales o fraccionarias,
los simbolos, los gréficos, los trazos de las figuras. Pues un mismo objeto
matematico puede darse a través de representaciones muy distintas y debemos
tener claro como docentes que toda confusién entre el objeto y su representacién
provoca, en un plazo méis o menos amplio, una perdida en la comprensién.

Duval llama Semiosis a la aprehensién o a la produccién de una representa-
cién semidtica. Es un proceso que se inicia con la percepcién del signo por parte
del intérprete y termina con la presencia en su mente del objeto del signo.

El segundo argumento, se basa en la existencia de representaciones
mentales, es decir, de todo aquel conjunto de imagenes y de concepciones que un
individuo puede tener sobre un objeto, sobre una situacién y sobre aquello que
les estd asociado. Las representaciones semidticas, es decir aquellas producciones
constituidas por empleo de signos no parecen ser mas que el medio del cual
dispone un individuo para exteriorizar sus representaciones mentales, es decir
para hacerlas visibles o accesibles a los otros”.

Duval llama Noesis a los actos cognitivos como la aprehensién conceptual de
un objeto, la discriminacién de una diferencia o la compresién de una inferencia.

¢Cudl es la relacién entre Semiosis y pensamiento? La relacién es muy
estrecha, puesto que los signos se utilizan para comunicar nuestras ideas y es la
Semiosis la que permite que estas ideas se transformen en simbolos.

El fenémeno importante para comprender el papel de la Semiosis en el
funcionamiento del pensamiento y en el desarrollo de los conocimientos no es
el empleo de uno y otro tipo de signo sino la variedad de los tipos de signos que
pueden ser utilizados.
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Existen tres actividades cognitivas esenciales en la Semiosis. La primera
de ellas se refiere a la formacién de representaciones en determinado registro
semidtico ya sea para expresar una representacion o para evocar un objeto que
es real. Para formar una representacion se requiere de la seleccién de caracteres
que constituyan lo que se va a representar. La segunda y la tercera actividad estan
relacionadas a la transformacién de la representacién en otras que preservan su
contenido inicial o parte de él. Por ello es por lo que hablaremos de tratamiento
cuando la transformacién se produce en un mismo registro y hablaremos de
conversion si se trata de dos registros diferentes.

Para Duval (2004), la transformacién de las representaciones semidticas es
el recurso para actualizar la mirada de un objeto o para sustituirlo y debe respetar
las reglas de conformidad propias del sistema las cuales intervienen en el control
mas que en la aceptabilidad de una representacién producida respecto al registro
en que estd formada. El respeto hacia las reglas de conformidad es necesario por
razones de comunicacién y para posibilitar el uso de medios de tratamiento que
ofrece el sistema. Estas reglas de conformidad son las que lo definen como sistema
de representacién y se refieren a la determinacién de las unidades elementales es
decir los simbolos, vocabulario etc., a las combinaciones de unidades elementales
para formas otras superiores y a las condiciones para que una representacion de
orden superior sea una produccién oportuna y completa.

Definicion de Representacion Semiotica

Esun conjunto de signos organizados dentro de un sistema de representacién
que permite expresar, manipular e interpretar un objeto matemdtico. Estas
representaciones no son el objeto en si, sino la manera en que podemos acceder
a él a través de diferentes registros semioticos. Duval afirma que s6lo por medio
de las representaciones semidticas es posible una actividad sobre los objetos
matematicos, ademds, caracteriza a un sistema semidtico como un sistema
de representacién. Duval (2004, p. 30), presenta tres actividades cognitivas
inherentes a cualquier representacion:

« La primera actividad es que los sistemas semidticos han de constituir
una marca o conjunto de marcas perceptibles que sean identificables
como una representacién de alguna cosa en un sistema determinado.

« La segunda actividad consiste en que se puedan trasformar las
representaciones siguiendo reglas tdnicas propias del sistema de
manera que se puedan obtener otras representaciones que aporten al
conocimiento en comparacion con las representaciones iniciales.

|48 |
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«  La tercera actividad es la de convertir las representaciones derivadas
de un sistema de representacién en otro a fin de que estas dltimas
permitan complementar la informacién obtenida con el sistema de
representacion inicial.

De lo expuesto se puede plantea la siguiente definicién.

Registro de Representacion

Un sistema de representacién puede ser un registro de representacién si
permite tres actividades cognitivas.

La presencia de una representacién identificable como una representacién
de un registro dado.

Por ejemplo: -3x + 4y = 8 Registro algebraico

El tratamiento de una representacién, que es la transformacién de la
representacién dentro del mismo registro donde ha sido formada.

-3x+4y=8->-3x+4y-8=0

La conversién de una representacién, que es la transformacién de la
representacion en otra representacion de otro registro en la que se conserva

latotalidad o parte del significado delarepresentacién inicial. Esta actividad
cognitiva es diferente e independiente a la del tratamiento.

Por ejemplo: la conversion de la expresion en registro simbdlico o algebraico
dela ecuacién de la recta -3x + 4y = 8 al registro grafico.

Figura 1. Grafico de la recta de ecuacién -3x + 4y =8

4

=

Fuente: Ramirez Carrasco (2025), usando GeoGebra
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Cada representacién semidtica pertenece a un registro de representacion, el
cual tiene sus propias reglas de uso y transformacién. Para comprender un con-
cepto matematico de manera profunda, es fundamental no solo operar dentro de
un mismo registro (tratamiento), sino también traducir la informacién entre dis-
tintos registros (conversion).

En esta teoria se afirma que la compresién integral de un concepto depende
de la coordinacién de al menos dos registros de representacidn, la cual se eviden-
cia por la espontaneidad con la que el estudiante es capaz de usar los registros y
explicar las caracteristicas del objeto en cada uno de ellos.

La hipérbola es un objeto matematico que admite varios registros de repre-
sentacién y como si fueran las caras de un cubo cada una de ellas brinda informa-
ci6n relevante que tal vez la otra no deja ver, convirtiéndose en complementarias.

Cuando se genera conocimiento, necesariamente se emplea la representa-
ci6n. Un sujeto en proceso de aprendizaje la utiliza para movilizar sus conoci-
mientos.

Respecto a la nocién de representacién, Duval (2004), sefiala que, a lo largo
de la historia, este término se ha destacado en tres momentos clave y de distintas
formas.

La primera vez que aparece el término representacion fue en los estudios de
Piaget. Uno de sus primeros trabajos, La representacion del mundo en el nifio, publi-
cado entre 1924 y 1926, aborda las creencias y explicaciones que los nifios dan a los
fenémenos fisicos y naturales. Este estudio, basado en entrevistas, resalta que lo
que puede parecer un error en las respuestas infantiles no debe interpretarse sim-
plemente como una equivocacién, sino como un indicador de una visién distinta
delas cosas o de otra ldgica (Piaget, como se cité en Duval, 2004). Posteriormente,
en El nacimiento de la inteligencia en el nifio (1937), Piaget retoma la nocién de repre-
sentacién como una evocacién de objetos ausentes. Su teoria del desarrollo de la
inteligencia se construye en torno a la oposicidn entre el plano de la accién y el de
la representacién (Piaget, como se cit6 en Duval, 2004).

El segundo momento en que se aborda el concepto de representacion surge
desde el enfoque computacional, basado en teorias que destacan el procesamiento
de lainformacién por parte de un sistema para generar respuestas adaptadas. En
este marco, se plantean dos preguntas fundamentales: (1) ;En qué forma pueden
ingresar en el sistema las informaciones provenientes del exterior, es decir, scual
es la descripcidn, hecha con ayuda de simbolos, que permite captarlas? y (2) sLa
transformacién de las informaciones de entrada puede considerarse un célculo,
independientemente de las reglas que rigen su procesamiento interno? (Duval,
2004). En psicologia cognitiva, algunos investigadores han explorado la idea de
que la representacién interna tiene una naturaleza proposicional. Por otro lado, la
modelizacién matemdtica en inteligencia artificial privilegia la segunda pregunta,
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ya que en esta disciplina la informacién debe representarse en lenguaje simbdlico
para ser procesada mediante algoritmos (Duval, 2004).

El tercer momento en que se resalta el término representacién surge
alrededor de 1985, esta vez en el contexto de investigaciones sobre la adquisicién
del conocimiento matemdtico y las dificultades asociadas a su aprendizaje. La
nocién de representacién semiltica propone considerar distintos sistemas de
representacion y la operacién cognitiva de conversién entre ellos. Por ejemplo,
trazar la curva correspondiente a una ecuacién de tercer grado o transformar un
enunciado verbal en una expresion algebraica (Duval, 2004).

Se puede resaltar la importancia de las representaciones en la actividad
cognitiva de dos maneras:

« Noolvidandoquelasrepresentacionesademas de cumplir con su funcién
de comunicacién cumplen las funciones igualmente importantes de
tratamiento de la informacién y de objetivacién o toma de conciencia.

«  Son un soporte para las representaciones mentales y que se puede pasar
espontaneamente de la forma que representa al contenido representado.

Duval citando a Peirce (1932, pp. 156-173), sefiald: que existen tres tipos de
signos: los iconos, los simbolos y los indices. Esta primera clasificacién contribuyo
a fundamentar la semidtica, pero deja de lado lo referido a las relaciones posibles
entre los diferentes sistemas semiéticos y la posibilidad de convertir una
representacion creada en un sistema a otro.

Las representaciones semilticas como férmulas, graficas, simbolos,
enunciados en lenguaje natural entre otros, favorecen no solo la comunicacién de
las representaciones mentales sino también el desarrollo de la actividad misma.

Parece que el objetivo principal en la ensefianza no es el cambio de registros
a efectuar sino los tratamientos que podrian realizarse sobre la representacién
obtenida después del cambio. Los estudiantes deben aprender a realiza
conversiones en distintos registros como una actividad fundamental, por lo que
coordinar entre distintos registros es necesario para desarrollar el pensamiento.

La problemitica de los estudiantes es el encapsulamiento de las
representaciones que no provienen del mismo sistema semidtico, lo que trae
como consecuencia que no aprecien con claridad las caracteristicas de los
objetos matemdticos y puedan transitar constantemente entre las distintas
representaciones. Los estudiantes no reconocen un mismo objeto a través de
distintos registros, esto se debe a la no congruencia de las representaciones que
provienen de sistemas semioticos diferentes.

Duval (2004), indica que al analizar el desarrollo de los conocimientos y
los obsticulos encontrados en los aprendizajes relativos al razonamiento, la

o]
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comprensién de textos y a la adquisicién de tratamientos légicos y matemdticos
se presentan tres fenémenos que estin muy relacionados:

El primero se refiere a la variedad de registros de representacion semidtica.
Piaget sefial6 que el lenguaje natural no era el dnico sistema semidtico. Ademads,
los esquemas, las figuras geométricas, los graficos cartesianos o las tablas son
sistemas de representacién muy diferentes entre si; y cada uno plantea preguntas
especificas sobre el aprendizaje.

El segundo fenémeno es la diferencia que existe entre la formay el contenido
o entre el representante y representado. La diferenciacién se relaciona con la
comprension de lo que simboliza una representacién y por lo tanto la opcién de
asociar otras representaciones y de unirlas en los procesos de tratamiento. La
diferenciacién no es adquirida de inmediato sea cual sea el registro y el estadio
del desarrollo.

El tercer fendmeno se refiere a la coordinacién entre los registros de
representacién semidtica disponibles, conocer las reglas que relacionan dos
sistemas de representacién no basta para movilizarlos y unirlos. Para poder
realizar la coordinacién debe existir congruencia entre las representaciones
obtenidas en diferentes sistemas.

Entonces se concluye que disponer de al menos dos sistemas de
representacién diferentes y la posibilidad inmediata de conversién de un sistema
semidtico a otro son condiciones necesarias para que una representacion funcione
como verdadera representacion.

Clasificacion de los diferentes tipos de representacion

Para referirse a la clasificacién de los tipos de representaciones Duval (2004),
cita a los investigadores (Le Ny, 1985; Paiva, 1986; Larkin & Simén, 1987, p.66),
quienes recurren a la clasificacién de interno/ externo la cual es oposicién entre
lo que es visible directamente y observable y lo que no lo es. Las representaciones
externas son por naturaleza representaciones semiéticas y efectdan funcién de
comunicacién ademdis de dos funciones cognitivas que son la de objetivacién y
la de tratamiento. Respecto a la funcién de objetivacién (para si) por lo general se
asemeja a la de expresion (para otro) aun cuando son independientes. Y se puede
explicar con el siguiente caso: Para una persona, no es igual decirle a otro lo que
élya tuvo la oportunidad de hacer conscientemente, y tratar de decirse a si mismo
aquello sobre lo que adn no es consciente. Las representaciones externas son
necesarias para el tratamiento y estd muy ligada al uso de un sistema semidtico.

En palabras de Duval (2004, p. 34),
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...el calculo es el ejemplo més trivial. El cilculo numérico es estrictamente depen-
diente del sistema de representacién o de escritura de los niimeros que adopte.
Asi, no son los mismos tratamientos los que permiten efectuar la adicién de
dos nimeros segiin se adopte la escritura decimal o una escritura fraccionaria:
025+4+0,25=050 i+ -1- = 5' . En este registro, en términos de costo memoria,

las capacidades de tratamiento estn casi que inmediatamente saturadas.

Las representaciones internas pertenecen al sujeto y no son comunicadas a
otros a través de la produccidn de representaciones externa. Una representacién
interna puede ser consciente o no consciente y una representacién consciente
se puede exteriorizar o no. Asi podemos distinguir tres grandes registros de
representacion:

Registro de representacion Verbal

Expresiones de lenguaje natural empleados para comunicarse, es el registro
de representacién mds natural y cercano a las destrezas comunicativas que tiene
el ser humano. Permite articular a todas las interpretaciones y ser el intérprete de
todas. Ejemplos:

«  Regiones del plano cartesiano donde el producto de las componentes de
los puntos sea positivo.

«  Una hipérbola es el conjunto de puntos cuya diferencia de distancias a
dos focos es constante.

Registro Algebraico o registro Simbélico

Conjunto de simbolos y letras para representar cantidades o situaciones
matematicas.

Ejemplos:
e x-y>0x>0Ay>0 (primer cuadrante)

e X < 0AY<O(tercer cuadrante)

2 2
. % —yT =1 — Hipérbola horizontal cona® =9y b* =4
Registro Grifico

Es un sistema de representacion semidtica que utiliza elementos visuales,
como figuras, curvas y diagramas, para expresar y manipular conceptos
matematicos. En este registro, la informacidn se presenta en forma de graficos, lo
que permite interpretar relaciones espaciales y patrones visuales que pueden no
ser evidentes en otros registros, como el algebraico o el verbal.

53
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Ejemplos:

Lagrificadelaregion x > 0 A y >0

Figura 2. Graficadelaregién: x > 0 A y >0

Fuente: Ramirez Carrasco (2025), usando GeoGebra

; . x2 y2
La graficadela Hipérbola & — = =1
Figura 3. Grafica de la Hipérbola Hipérbola xf: - ’:Tz =1
| 2
10 -:a -2 0 2 8 10
-2

Fuente: Ramirez Carrasco (2025), usando GeoGebra
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Tratamiento y conversion de las representaciones semidticas.

Como se ha mencionado el tratamiento es la transformacién de una
representacién inicial en otra representacién terminal, respecto a una
necesidad. El tratamiento viene a ser la transformacién interna a un registro de
representacién. Como ejemplo Duval (2004, p. 45), se refiere al calculo como un
tratamiento interno al registro de escritura de nimeros y simbolos. La parafrasis
en una transformacién interna al registro del discurso en la lengua natural, es
decir transforma un enunciado dado en otro, ya sea para sustituirlo o para
explicarlo. La anamorfosis puede ser considerada como una transformacién
interna a un registro grafico, en este caso no se conserva la situacién inicial
Respecto a la conversién Duval (2004), sefialé que se trata de la transformacién
de la representacién de un objeto, de una situacién o de una informacién dada en
un registro a otro.

El tratamiento cuasi-instantaneo es aquel que se realizan antes de haber
sido observado y brinda informacién y significados de los cuales un sujeto es
consciente de inmediato. Se realiza de forma inmediata, fuera del campo de
atencién y produce datos para una visién del objeto. La propiedad de inmediato o
evidente de una aprehension, perceptiva o conceptual, implica la puesta en acto de
un conjunto de tratamientos cuasi —instantaneos. Analicemos el siguiente ejemplo
referido a la lectura, es suficiente comparar la percepcién de un estudiante de
primer grado de primaria con la de un estudiante de primer grado de secundaria
o de quinto grado de secundaria, no son los mismos datos los que se perciben
en conjunto (silabas, palabras, sintagmas, proposiciones...) y no son los mismos
objetos los que se ven en conjunto (combinaciones de palabras).

El tratamiento intencional es aquel que para efectuarse toma menos tiempo
de un control consciente y se dirige a datos previamente observados. Se da sobre
lo que el sujeto puede ver. Puede ser efectuado uno después de otro y es sensible al
namero de elementos que se integran. La capacidad de tratamiento intencional es
restringida y no extensible en todos los sujetos, cualesquiera que sean sus niveles
de conocimiento.

Todaactividad cognitivahumano tiene un sustento en la complementariedad
de estos dos tipos de tratamiento. El conjunto de los tratamientos cuasi-
instantineo de que dispone un sujeto, determina el nivel y el horizonte epistémico
para la aplicacién de los tratamientos intencionales. Es decir, que mientras mis
posibilidades de tratamientos cuasi-instantineo posean un sujeto, es mayor
el ndmero de elementos inmediatamente integrados y fusionados en una sola
unidad de informacién y como consecuencia de ello el nivel epistémico de los
objetos a los que se puede aspirar es superior.
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Paradeterminar una conversion existen operaciones designadas en términos
como traduccidn, ilustracidn, transposicidn, interpretacién, codificacidn, etc. Las
que hacen corresponder una representaciéon dada en un registro a otra en otro
registro.

La conversién viene a ser una transformacién externa. Cuando ilustramos se
ejecuta una correspondencia entre un enunciado y una figura o grifica. Cuando
se plantea una ecuacién a partir de un enunciado textual la conversién es de
expresiones lingiiisticas a escritura simbdlica. La conversion necesita que se tenga
clara la diferencia entre lo que es una representacién y lo que ésta representa. En
el cilculo numérico muchas veces los estudiantes llegan a la universidad y no
saben calcular y esto no es precisamente una dificultad en el tratamiento sino en
la conversién, por ejemplo, aunque sepan realizar operaciones con niimeros en
forma fraccionaria o decimal muchas veces no piensan que sea posible convertir la
escritura decimal a fraccionaria o viceversa. Las formas de escritura fraccionaria,
decimal y con exponentes son tres registros diferentes de representacion.

La aplicacién practica de la teoria de Duval, parte de la representacién de
entes abstractos que tienen un significado, por ejemplo, en las operaciones, no es
la mismo expresar para 0,25, para 1/, y para 25.107% dado que no son los mismos
procedimientos de tratamiento los que permiten realizar las siguientes adiciones.

Para 0,25 + 0,25 = 0,5
1/4+ 1/4 = lfz
25 x 1072425 x 1072 =50 x 1072

En cada caso hay una forma diferente de operar aun cuando se trata del
mismo némero.

Otro ejemplo que presenta Duval (2004), es el siguiente: La regla que
asocia cada punto de un plano con un par ordenado, permite construir con
procedimientos muy simples las representaciones graficas de las siguientes
expresiones algebraicas.

y=xy<x; x*+y?=1 En este caso se trata de una regla simple que nos
llevaaunaactividad de puntaje paralograr graficar, pero realizar el procedimiento
inverso no es tan facil, pues la mayoria de los estudiantes no diferencian entre una
recta que pasa por el origen de otro que no pasa, asi como la forma de escritura de
una recta de pendiente positiva y la que corresponde a otra de pendiente negativa.

Los cambios de registros en matemadtica son muy frecuentes solo mirando
en cualquier pagina de un libro de matematica podemos constatar las constantes
oscilaciones entre las frases en lenguaje natural, las expresiones algebraicas, los
graficos cartesianos o las figuras geométricas. Pero en lo que no se repara es que
la actividad de conversidn es menos inmediata y simple de lo que se tiende a creer.
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Para ello debe establecerse una correspondencia entre las unidades significantes
de un objeto en uno y otro registro.

Consideremos los siguientes ejemplos presentado por Duval (2004, p. 50):

“el conjunto de puntos cuya ordenada es superior a la abscisa” esta expresion li-
teral equivale a la siguiente expresion algebraica ¥ > X. En este caso se identifi-
can las unidades significativas del texto que son ordenada la cual identificamos
como la variable Yy la abscisa la cual identificamos como X ademas el termino
superior se asocia directamente con el signo “mayor que”. Por lo que la conver-
sién entre estos dos registros no demanda mucho esfuerzo.

GeoGebray la educacion matematica

La introduccién de las Tecnologias de la informacién y de la comunicacién
en el proceso de ensefianza — aprendizaje de la matematica se encuentran con
una serie de resistencia naturales. Existen resistencias porque la tecnologia
perturba las formas acostumbradas de ensefianza organizadas. Esta resistencia
es comprensible porque no se conocen completamente las posibilidades y las
limitaciones que trae consigo su uso cuando se les pone al servicio de la educacién
(Mendoza Bolo, 2003).

El software GeoGebra fue creado por Markus Hohenwarter en el afio
2001 para ser utilizado en entornos de aprendizajes, sus caracteristicas y
funcionalidades tiene un sustento en la tecnologia educativa cuyo enfoque articula
el disefio, produccién, utilizacién y evaluacién de distintas técnicas e ingenios
instrumentales susceptibles de servir las varias funciones educativas (Carrillo,
2009). Desde el enfoque cognoscitivo, la representacién cumple la funcién de
instrumento educativo al generar estimulos de aprendizaje. Este planteamiento
se relaciona con teorias del aprendizaje que enfatizan la interaccién entre
estimulo y respuesta, asi como con enfoques que destacan el encadenamiento de
aprendizajes a partir de la asociacién de estimulos.

Bajo este panorama tedrico, el aprendizaje se concibe como un proceso de
tratamiento de la informacidn, en el que el uso de herramientas digitales puede
potenciar la adquisicién del conocimiento. Un ejemplo de ello es el software
GeoGebra, que estd disefado mediante sentencias y rutinas en lenguaje de
programacién para definir algoritmos matemdticos. Este programa permite
la automatizacién de ciertas tareas, facilitando que el estudiante, al emplearlo
como instrumento diddctico, primero comprenda los algoritmos matemdticos
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involucrados, luego analice los procesos internos del software y, finalmente,
interprete los resultados en funcién de la situacién de aprendizaje.

Desde una perspectiva cognitiva y constructivista, el uso de GeoGebra en
el aula demanda una serie de procesos mentales que favorecen la construccién
del conocimiento y el desarrollo de competencias (Carrillo, 2009). Su versatilidad
lo convierte en una herramienta didictica efectiva para la ensefianza de la
matematica en distintas dreas, como aritmética, geometria, dlgebra y estadistica.
Ademds, su caricter interactivo y su disponibilidad en linea lo hacen adecuado
para diversos niveles educativos, promoviendo un aprendizaje dinidmico y
significativo.

El GeoGebra como instrumento didactico fundamental desde la
teoria constructivista.

El software GeoGebra como instrumento didictico es un medio auxiliar
para facilitar el proceso de ensefianza — aprendizaje generando posibilidades para
el que aprende, autorregulando y ampliando su capacidad en base a la exploracién
delo que puede realizar con el software en el campo de la matemdtica, excediendo
alo que formalmente el facilitador pueda ensefiar, por otro lado, la funcionalidad
del GeoGebra combina el leguaje algebraico, el grafico y el movimiento dotado
en sus graficos, haciéndolo que sea un programa amigable para el usuario,
produciendo en el que aprende a nivel cognitivo, la estimulacién de la percepcién
de los objetos o situaciones de estudio en entornos de aprendizaje (Carrillo, 2009),
activacién de la memorizacién de procesos, algoritmos y formulas, agudizar el
razonamiento para realizar conversiones semidticas y la resolucién de problemas
en diversas situaciones de interés.

Desde el enfoque de competencias, el uso de GeoGebra en la prictica
pedagdgica representa un “hacer” que implica la articulacién de conocimientos
y acciones, permitiendo que este proceso sea observable y evaluable. Desde la
perspectiva del estudiante, el uso del software requiere alimentar el sistema con
informacién para obtener resultados, lo que integra conocimientos adquiridos
tanto en el aula como por iniciativa propia. Esta interaccién puede surgir
por inspiracién, mediante la manipulacién del software a través del ensayo y
error, o por curiosidad, explorando su funcionamiento para aplicarlo con fines
académicos.

Este proceso genera experiencias que enriquecen y consolidan el
conocimiento matemadtico. Sin embargo, para que estas actividades formen
parte del desarrollo de competencias matemadticas, el estudiante debe demostrar
la capacidad de traducir conocimientos combinatorios en datos y condiciones
expresadas en lenguaje literal, simbdlico y en una forma compatible con el
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software. Posteriormente, los resultados obtenidos deben ser interpretados en
un contexto que permita identificar reglas generales y relaciones de cambio,
facilitando el analisis y la mejora de los atributos del objeto de estudio.

GeoGebra, ademdis de resolver ecuaciones, permite representar graficamente
su solucién y visualizar dinidmicamente la relacién entre los elementos
matematicos. Esta interaccién convierte conceptos abstractos en representaciones
visuales que facilitan la comprensién y el procesamiento mental en menos tiempo.
No obstante, el conocimiento adquirido no basta si no se exterioriza. La educacién
cumple una funcién sociabilizadora, por lo que es fundamental que el estudiante
comunique sus resultados de manera verbal y escrita, utilizando la simbologia
matematica adecuada.

El dominio de estos procesos demuestra que el estudiante ha desarrollado
la competencia, ya que ha sido capaz de establecer estrategias, formular
procedimientos, elaborar argumentos, analizar situaciones y establecer relaciones
matemadticas. Todas estas conexiones cognitivas fortalecen el aprendizaje y la
experiencia, evidenciando que el conocimiento adquirido ha sido interiorizado a
través de actividades estructuradasy evaluables, convirtiéndolo en un aprendizaje
significativo y propio.

Geometria Dinamica

Para Carrillo (2009), un programa de geometria dinidmica, como lo es
GeoGebra, contiene una serie de elementos u objetos elementales (puntos,
segmentos, circunferencias, poligonos, etcétera), a partir de los cuales es posible
construir nuevos objetos, asi como establecer relaciones entre ellos, de manera
que al cambiar las condiciones de los objetos iniciales, se mantenga las relaciones
existentes entre ellos, previamente establecidas a través de un conjunto de
herramientas disponibles.

GeoGebra puede construir distintos objetos de manera ficil y rapida, con
un trazado exacto y real que, ademds; mostrara las relaciones existentes en la
figura construida y permitird la transformacién de objetos que la componen,
actualizando las relaciones existentes con facilidad y rapidez.

A continuacién, veamos algunas definiciones:

La ventana de GeoGebra: la pantalla de inicio de GeoGebra presenta el
siguiente aspecto, donde encontramos los siguientes elementos:

«  Barradetitulos: contiene el nombre del programa y el nombre del archivo
abierto.
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«  Barra de menis: contiene diferentes menis desplegables que facilitan el
trabajo con archivos y determinan la configuracién del programa.

o Barra de herramientas: contiene las distintas opciones para realizar
construcciones  geométricas, informacién de  herramientas
seleccionadas y botones para deshacer y rehacer las acciones realizadas.

o Ventana de trabajo: espacio en el que se realizarin diferentes
construcciones geométricas.

«  Ventana algebraica: ofrece informacién del proceso realizado indicando
los objetos libres, dependientes y los auxiliares que también se podrin
mostrar.

«  Campo de entrada: permite introducir expresiones, ademdis de las
opciones para seleccionar distintas funciones, caracteres o comandos.

Figura 4. Ventana de GeoGebra

Fuente: Ramirez Carrasco (2025), usando GeoGebra

Construcciéon de una hipérbola: la hipérbola se define como el lugar
geométrico de los puntos del plano, cuya diferencia de distancias de dos puntos
fijos es constante.

Sobre una recta dibujamos los puntos 0, A y F que corresponden al centro,
vértice y foco de la hipérbola respectivamente. A continuacién, utilizando la
herramienta Simetria Central obtenemos los puntos simétricos A’y F'.
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Figura 5. Ubicacién de centro, vértice y foco

Fuente: Ramirez Carrasco (2025), usando GeoGebra

A continuacién, situamos un punto P sobre la recta inicial y definimos los
segmentos PA y PA', Trazamos dos circunferencias, una con centro en el punto F 'y
radio PA, y otra con centro en el otro foco F' y radio PA'. Los puntos de interseccién
P,y P, delas dos circunferencias son los puntos de hipérbolas.

Figura 6. Construyendo la hipérbola

Fuente: Ramirez Carrasco (2025), usando GeoGebra

La hipérbola se obtiene como lugar geométrico de cada uno de los puntos
interiores, cuando el punto P recorre la recta inicial.

Utilizaremos la herramienta Lugar Geométrico para obtener el lugar descrito
por el punto P, cuando el punto P recorre la recta inicial y a continuacioén, el lugar
descrito por el punto P, cuando P se mueve por la recta.



2 1UN ANALISIS DE ESTUDIOS FUNDAMENTALES CON GEOGEBRA

Figura 7. Hipérbola construida

Fuente: Ramirez Carrasco (2025), usando GeoGebra

La hipérbola

Seguin Heath (1896), al analizar la obra de Apolonio de Perga quien escribid
ocho libros sobre las cénicas en su tratado de secciones cdnicas; esta obra fue
considerada como el corpus mas completo que recopilaba los conocimientos
sobre aquellas curvas de toda la antigitedad. Los ocho libros de Las Cénicas de
Apolonio se perdieron, asi que se ha conocido sus obras de distintas formas. De
estos ocho libros solo se conservan los cuatro primeros en griego, del quinto al
séptimo existe una traduccién al drabe hecha por ThabitibnQurra y el octavo
libro se perdid, existen varias traducciones al latin de los siete primeros libros; en
Pérgamo, Apolonio perfecciond y pulié el contenido de esa obra. Los libros forman
una introduccién elemental a las cénicas y el resto de los libros muestran las
propiedades de las conicas. Asi que de la Proposicién 1.14 de la obra las cénicas de
Apolonio establece que, si un plano corta ambas partes de un cono doble y no pasa
a través del 4pice, las secciones de las dos partes del cono ambas serdn hipérbolas
que tendran el mismo didmetro y recta de igual lateral correspondiente a la
misma. Y tales secciones se llaman brazos opuestos de la hipérbola, este serd el
fundamento tedrico que se empleard en esta investigacion.

[62 ]
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Figura 8. La hipérbola segiin Apolonio de Pérgamo

Fuente: Ramirez Carrasco (2025).

Nota. La hipérbola segtin el enfoque de Apolonio de Perga

1. Definicién: Dado dos puntos fijos diferentes F| y F,, tales que, la
distanciaentre F, y F,es |F,- F | =2¢,con 0 < a <, se define la Hipérbola
como el conjunto de los puntos P(x, y) tales que la diferencia de las distancias
a los focos F, yF,en valor absoluto, es igual a 2a, esto es (Vera Gutierrez,
2003):

H ={P(x,y)eR?/|d(F, P) - d(F, P)| = 2a}

2.Elementos dela Hipérbola: Enunahipérbolase observanlos siguientes
elementos (Vera Gutierrez, 2003):

Centro de la hipérbola: C = (h, k)

Vértices: V ,V,

Focos: F, F,

Eje focal: Es la recta que contiene a los focos de la hipérbola
Eje transverso: V;V, tiene longitud 2a

Eje conjugado: BB, tiene longitud 2b

Relacion pitagoérica entre a, b y c: ¢*= a? + b?

d[C,F]=d[C,F]=c
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Figura 9. Elementos de la hipérbola

Fuente: Ramirez Carrasco (2025), usando GeoGebra

3. Ecuaciones ordinarias de la Hipérbola

Teorema 1: La ecuacion de una hipérbola de centro en el origen, cuyo eje
focal coincide con el eje X, y focos los puntosF, (-C, 0), F,(-C, 0) es (Vera
Gutierrez, 2003):

PV _
a? bz
Donde:

a es lalongitud del semieje transverso.

b eslalongitud del semieje conjugado. c es la distancia del centro a cada
foco.

¢?=a’+ b* es larelacion pitagoéricaentrea, b y ¢
c
e = ~es el valor de la excentricidad.

2b? .
— es lalongitud de cada lado recto.
a

e > 1 se cumple en la hipérbola.
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2 2
. , . . X y

Las ecuaciones de las dos asintotas se obtienen haciendo — e Q

a

h2
b2x?— azyz =0

(bx - ay)(bx +ay)=0

L:bx-ay=0,L:bx+ay=0son las ecuaciones de las asinto-
tas.

Corolario: La ecuacién de una hipérbola de centro en el origen, cuyo
eje focal coincide con el eje Y, y focos los puntosF, (0, -C), F,(0, -C) es:

Con centro en: C (0,0)

Vértices: V (0, -a), V,(0, a)

Focos: F (0, -c), F,(0, c)

Extremos del eje conjugado: B, (-b, 0), B, (b, 0)

z 2
Las ecuaciones de la asintota son: 2_ _ *_ —

a? b2
De donde se obtiene: L: by —ax=0,L: by +ax=0

Nota: los parametros a, b y c; la relacion pitagérica entre a, b y c; la ex-
centricidad e y la longitud de cada lado recto se obtiene con las mismas
relaciones dadas en el teorema 1.

4.Segunda ecuacion ordinaria de la hipérbola

La segunda ecuacién ordinaria de la hipérbola es (Vera Gutierrez, 2003):

(x=h)*  (y-k)?
T Tz 15si su eje focal es paralelo al eje X

si su eje focal es paralelo al eje Y

(y—kK)? (:'r—h»)z_1
bz az

Estas ecuaciones se obtienen cuando el origen (0,0) del plano cartesiano
XYse traslada al punto C(h, k), que es el origen del nuevo plano cartesiano
X'y’
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Teorema 2:

Caso A: Eje focal paralelo al eje X

La ecuaciéon de una hipérbola de centro en el punto (h, k) y eje focal
paralelo al eje X, es de la forma:

(x—-h)? (y—-k)?
a2 b2 -

Donde:

1

* Vértices:V (h-a,k),V,(h+a,k)
* Focos:F (h-c k), F,(h+ck)
* Extremos del eje conjugado: B,(h, k - b), B,(h, k + b)

a a
o Lyx=h--;lzx=h+2gonlas directrices
= k) _ )
® az bz 0 son las egléaciones de las asintotas. De
donde se obtienen: ¥ =k == (x — h)

Figura 10. Ecuacién ordinaria de la Hipérbola

(h —c,k)

]
(h—a,k)

1

1

]

1

i

i

1
1
4

Fuente: Ramirez Carrasco (2025), usando GeoGebra

Coordenadas de los focos y vértices son:

Centro (h, k);F,(h-c,k); F,(h+c k); P(x,y); V,(h-a,k); V,(h+
a, k); Ahora se realizara la deduccion de la ecuacion general de

la hipérbola de la siguiente figura:
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Figura 11. Aspectos generales de la hipérbola fuera del origen

AP F1) = d(P,F2)| = 2a

Fuente: Ramirez Carrasco (2025), usando GeoGebra

Por definicién: d1 - dZ = 2a, Yk = 2a, por definicion la distancia en forma
general se toma en valor absoluto, en este caso por la forma geométrica se
tiene: d(P, F,) - d(P,F,) = 2a

Despejando:

d(P,F,)=d(P,F)+2a

Esdecir: y(x—h+c)2+(y—k)2=(x—h—c)2+(y—k):+ 2a ... (1)

Elevando al cuadrado en (1) y simplificando se tiene:

(x-h+c)*=(x-h-c)+ 4aJ(x—h—c)2+(y—k)z+4a2“..(2)

Desarrollando los trinomios en (2) y simplificando:

c(x-h)=af(x—h—c)*+ (y—k)? +a?, entonces:

cx-h)-af(x—h—-c+(y—k)? ..(3)

Elevando al cuadrado en (3):

c(x - h)2+a*-2c(x-h)a*=a*[(x - h) - c]*+ a*[y - k]*.... (4)
Dado que: c?= a®+ b? reemplazando en (4) genera:

(@®+ b?) (x - h)*+ a*- 2c(x - h)a?

=a*[(x - h) + 2= 2c(x - B)]*+ a’[y - k]?

|67
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Que distribuyendo y simplificando en la ecuacién anterior se obtiene:
b*(x - h)?+ a*= a*c*+ a?*(y - k)?, despejando:

b?(x - h)?- a*(y - k)*= a*(c*- a?) pero: c¢’=a?+ b*—> c*- a’= b2
Entonces:

b*(x - h)?>- a*(y - k)?=a?b*.... (5)

Dividiendo todos los términos de la ecuacion (5) por a’b*:

x-h?_ -8 _

a? h?

1 ...(6)

Caso B: Eje focal paralelo al eje Y (Vera Gutierrez, 2003).

La ecuacién de una hipérbola de centro en el punto (h, k) y eje focal
paralelo al eje Y, es de la forma:
y-k?  (x-h)® _ 1
a? 2

Donde:
* Vértices: V (h,k-a),V,(h k+a)
* Focos: F (h,k-c),F,(h k+c)
* Extremos del eje conjugado: B,(h - b, k), B,(h + b, k)

e Liiy=k +§ by =k —Sson las directrices

o yKP  (x-h)*
L L

. = (son las ecuaciones de las asintotas.
a

De donde se obtienen: y — k = :T“ (x—h)

Definicion de términos basicos

Capacidad: es un conjunto de conocimientos, habilidades y actitudes
cuyo desarrollo y adquisicién les permite a las personas enfrentar la realidad
en condiciones mas favorables. El estudiante toma el conocimiento, construye
su conocimiento, usa sus habilidades para realizar con éxito sus actividades,
actuando de acuerdo con un sistema de valores formado a lo largo de su vida
(Wong, 1999).

Cénica: Figueroa (2018), define seccién cénica o simplemente cénica como
el conjunto de puntos que forman la interseccién de un plano con un cono de
revolucién de dos ramas. La curva plana que resulta depende de la inclinacién del
eje del cono respecto al plano que lo corta:
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«  Siel plano secante es perpendicular al eje del cono, la interseccién es
una circunferencia.

Figura 12. La Circunferencia

Fuente: Ramirez Carrasco (2025), usando GeoGebra

Si el plano secante es no es perpendicular al eje del cono y corta a la
generatriz, la interseccién es una elipse.

Figura 13. La Elipse

Fuente: Ramirez Carrasco (2025), usando GeoGebra

Si el plano secante es paralelo a una generatriz y corta a todas las demis, la
interseccién es una parabola.
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Figura 14. La Parabola

Fuente: Ramirez Carrasco (2025), usando GeoGebra

Si el plano secante corta a dos ramas del cono y no pasa por el vértice, la
interseccién es una hipérbola.

Figura 15. La Hipérbola

Fuente: Ramirez Carrasco (2025), usando GeoGebra

Cono de revolucidn. Sea [(eje del cono)y a unarectay un dngulo dados, sea
P(vertice) un punto de L. La superficie formada por todas las rectas que pasan
por Py forman un dngulo a, recibe el nombre de cono de revolucion de dos ramas.
Las rectas que pasan por Py que lo forman son las generatrices del cono (Figueroa,
2018).

Conversion de registros: Es una actividad cognitiva que origina
transformaciones entre representaciones de distintos registros semidticos
(Duval, 2004).
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Ecuacién general de las cénicas: Las cénicas también se definen
algebraicamente mediante la ecuacién general de segundo grado de la forma:

Ax*+ Bxy + Cy*+ Dx + Ey + F=0.
donde A, B, C, E, D, F son constantes (Vera Gutierrez, 2003).

Estrategia didictica: segiin Diaz-Barriga Arceo (2010), las define como un
conjunto de procedimientos y recursos usados por el docente intencionalmente
para el desarrollo de aprendizaje significativos. Estas deben estar orientadas
al cumplimiento de los objetivos planteados, promueven la participacién de los
estudiantes en un determinado contexto de ensefianza y aprendizaje.

Funcionalidad algebraica: es la interfaz del lado izquierdo del GeoGebra en
la que se muestran las representaciones algebraicas y numéricas de los objetos
matematicos, permite realizar la modelizacién matemdtica a partir de una
propuesta tedrica y metodoldgica que representa a un objeto tangible o intangible
(Carrillo, 2009).

Funcionalidad grifica: es la interfaz central del GeoGebra en la que se
puede presentar los lugares geométricos relacionados con las representaciones
algebraicas en el plano Euclidiano bidimensional y tridimensional realizando una
conversion segin la teoria de representacién semidtica (Carrillo, 2009).

GeoGebra. Es un software de matemadticas que articula de forma dindmica
el lenguaje algebraico y grafico dotado de movimiento que hace mas atractivo
a la visién del estudiante la interaccién de dichos lenguajes, haciéndolo un
instrumento o medio educativo apropiado para implementar las estrategias
didécticas para el desarrollo de los contenidos curriculares (Carrillo, 2009).

Habilidad de comunicacién: es el proceso continuo de hablar, escuchar y
entender simbolos verbales y no verbales, permite la comunicacién efectiva de
ideas, informacién y conocimientos con un propédsito definido (Ahmad, 2016;
Coffelt, 2019).

Hipérbola: es el conjunto de todos los puntos p x y(, ) del plano colocados de
tal manera que la diferencia de sus distancias de cada uno de ellos a dos puntos
fijos, llamados focos son constante (Figueroa, 2018).

H ={p(x,y)e R*/ d(P,F,)~d(P.F,) =2a}
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Figura 16. Lugar Geométrico de la Hipérbola

Fuente: Ramirez Carrasco (2025), usando GeoGebra
|d1—dz|=k, Vk=2a esconstante F1,F2:Focos V1,V2:Vértices

Lugar geométrico: la seccién cénica se define como el lugar geométrico
trazado por un punto que se mueve de tal manera que sus distancias no dirigidas a
un punto fijo (foco), y una recta fija(directriz), estin en relacién constante positiva
(excentricidad) (Figueroa, 2018).

Registro de representacién verbal: es una de las formas de representacién
de los objetos matematicos que implica un nivel de abstraccién de dichos objetos y
comunicar sus cualidades y emitir juicios de valor (Duval, 2004).

Representacién semidtica: es el proceso de utilizar simbolos y signos para
definiroconceptualizarobjetosoideas, facilitandola comprensién y comunicacién
de informacién, en dichos procesos se tiene como elementos el signo, el objeto de
interés y el que interpreta o comunica las cualidades del objeto (Duval, 2004)

Tratamiento de registros: es una actividad cognitiva que promueve una
transformacién entre representaciones de un mismo registro semidtico (Duval,
2004).
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Capitulo 3
Un Estudio Cuantitativo sobre la Enserianza de la Hipérbola en
Estudiantes de Economia
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La investigacién es de enfoque cuantitativo porque se basa en la medicién y
andlisis de datos numéricos obtenidos a partir de los criterios de evaluacién de las
competencias en la asignatura de Geometria Analitica sobre la hipérbola. Ademis,
se emplea el software GeoGebra como estrategia metodoldgica para mejorar la
representacién y comunicacién de ideas matemadticas, permitiendo cuantificar
su impacto en el desempefio de los estudiantes de Economia de la Universidad
Nacional de Piura.

Las calificaciones obtenidas por los estudiantes se expresan en una escala
vigesimal, lo que refuerza la naturaleza cuantificable del estudio.

Por su orientacidn, la investigacion es de tipo aplicada, ya que parte del
diagnéstico de la realidad académica de estudiantes matriculados en afios
anteriores en la asignatura de Geometria Analitica. Este diagnéstico sirve de base
para la ejecucién del estudio, con el propésito de obtener mejores resultados en el
aprendizaje de dicha asignatura durante el afio 2024.

Asimismo, la investigacién es de nivel descriptivo, pues a través del analisis
de los estadisticos estimados se describen caracteristicas del manejo de los
aspectos algebraicos, aritméticos, grificos y comunicativos de la hipérbola. Estos
aspectos requieren un esfuerzo cognitivo significativo, asi como el dominio de
contenidos conceptuales y procedimentales en matematica.

Diseno Cuasi-experimental enlaEnsefanza de Geometria Analitica

El disefio de esta investigacién fue cuasi experimental, transversal
correlacional, con posprueba y grupos intactos. Para su implementacidn, se
trabajé con dos aulas de estudiantes de Economia de la Universidad Nacional de
Piura matriculados en la asignatura de Geometria Analitica del afio académico
2024-1.

En primer lugar, los estudiantes fueron nivelados en los prerrequisitos
relacionados con los lugares geométricos de circunferencia, pardbola y elipse,
que constituian los conocimientos previos necesarios. Una vez que las secciones
fueron balanceadas, se realizé un sorteo para asignar el grupo experimental y el
grupo control.

Durante la fase de experimentacién o intervencidn, el grupo experimental
desarroll6 el médulo aprendizaje de hipérbola utilizando el software GeoGebra
como recurso didictico, mientras que el grupo control abordé el mismo médulo
sin el uso de esta herramienta. Concluida la intervencién, ambos grupos fueron
evaluados bajo las mismas condiciones conceptuales y procedimentales para me-
dir su capacidad de representacién y comunicacién de ideas matematicas sobre la
hipérbola. Los resultados obtenidos fueron comparados, comprobindose lo que

[ 751



31 UN ESTUDIO CUANTITATIVO SOBRE LA ENSENANZA DE LA HIPERBOLA EN ESTUDIANTES DE
ECONOMIA

se esperaba, que el resultado sea favorable para el grupo experimental. Adicional-
mente, se evalud el aspecto actitudinal del grupo experimental mediante un cues-
tionario que recogié datos sobre la dimensién interactiva del software GeoGebra
y la capacidad de representacién y comunicacién de ideas matemadticas sobre el
desarrollo de la dimensidn interactiva de las hipérbolas. En el caso del grupo de
control, se aplic6 el mismo instrumento en una versién adaptada sin el uso de
GeoGebra. Posteriormente se compararon los resultados entre ambos grupos, ob-
servandose que las calificaciones fueron mds favorables en el grupo experimental.

La informacién generada proporciond los argumentos para validar las hipé-
tesis de investigacidn, en las que se establece la relacién de causa—efecto por el uso
del GeoGebra y su inlfuencia en la capacidad de comunicacién y representacién
de ideas matematicas.

Esquema del disefio cuasi experimental

NRGE: X O,
NRGC: — O,

NRGE: grupo experimental sin asignacion aleatoria de unidades muéstrales,
recibe tratamiento.

NRGC: grupo control sin asignacién aleatoria de unidades muéstrales, no
recibe tratamiento.

X: tratamiento, aplicacién del GeoGebra en el desarrollo del médulo de
aprendizaje

—-:no hay tratamientos se desarrolla el médulo de aprendizaje sin aplicacién
del GeoGebra

O1: medicién con la posprueba al grupo experimental

02: medicién con la posprueba al grupo control

Contexto de Investigacion

Hernindez et al. (2015), mencionan que “La poblacién o universo es el
conjunto de casos que concuerdan con unas especificaciones dadas. (...) es
preferible establecerlas caracteristicas conla finalidad de delimitarlos parametros
muéstrales” (p. 207).

El estudio se realizard en la Universidad Nacional de Piura, en la Facultad
de Economia, situada en Urb.Miraflores S/N, Castilla, Piura; con una poblacién
conformada por 86 estudiantes matriculados en la asignatura de geometria
analitica en el afio 2024-1
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Tabla 1. Secciones de geometria analitica 2024-1

Seccién Poblacién
o1 44
02 42,

Total 86

Fuente: secretaria Académica Facultad de Economia.

Muestra

Hernandez et al. (2015), mencionan que la muestra es en esencia, un sub-
grupo de la poblacién. Digamos que es un subconjunto de elementos que pertene-
cen a ese conjunto definido en sus caracteristicas al que llamamos poblacién. La
muestra censal considera a todas las unidades de la poblacién por considerarlas
manejables en el estudio.

En la presente investigacion, se tuvo un tamafo poblacional pequefio, por
tanto, el tamafo de la muestra es igual al tamafio de la poblacién, en aplicacién de
la definicién de muestra censal, por tanto, el tamafio de la muestra es 86 estudian-
tes. Cuando el tamafio de la muestra converge al tamafio de la poblacidn, se estima
el pardmetro poblacional de forma insesgada o con un sesgo que tiende a cero.

De acuerdo con esto la muestra estard conformada por 86 estudiantes de
la asignatura de geometria analitica de la Facultad de Economia de la Universi-
dad Nacional de Piura matriculados en el afio 2024, distribuidos en dos secciones,
donde una de ellas serd grupo experimental y el otro grupo control.

Interaccién Digital y Aprendizaje Matematico

Operacionalizacién de variables

A.Variable independiente: dimensién interactiva del software GeoGebra

Definicién conceptual

El GeoGebra es un software de matemadtica dindmico para construcciones
algebraicas y geométricas para resolver situaciones de calculo y su representacién
grafica (Carrillo, 2009).
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Definicién operacional

El software GeoGebra es un programa que tiene la funcionalidad de realizar
operaciones algebraicas y representaciones grificas que hace que el proceso de
aprendizaje sea contextualizado y facil de interpretar los resultados.

B. Variable dependiente: capacidad de representacién y comunicacién de
ideas matematicas sobre el desarrollo dela dimensién interactiva delas hipérbolas.

Definicién conceptual

La capacidad de comunicacién y representacién de ideas matematicas sobre
cénicas en R? que activan la capacidad cognoscitiva y el dominio de contenidos
conceptuales y practicos orientados a perfilar una competencia (Alcca Alahui,
2019).

Definicién operacional

La capacidad de comunicacién y representacioén de ideas sobre hipérbolas
en el plano, son habilidades intelectuales de los estudiantes que las articulan
asimilando los lineamientos tedricos y pricticos para resolver ejercicios y
problemas de interés.

Dimensiones

Y: Capacidad de representacién de ideas matematicas
Indicadores:

Tratamiento de registros.

Conversién de registros.

Representacién semidtica.

Y: Capacidad de comunicacién de ideas matematicas i Registro de
representacion verbal.

Habilidad de comunicacién.
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. .., Definicién opera- . . .
Variable Definicién conceptual cional P Dimensiones  Indicadores
El GeoGebra es un sof- El GeoGebra es un
tware de matemadtica programa que tiene
Variable dindmico para cons- la funcionalidad de
Independien-  trucciones algebraicasy  realizar operaciones
te: Dimensién  geométricas para resolver algebraicas y repre-
interactiva situaciones de célculo sentaciones gréficas
del software y su representacion que hace que el pro-
GeoGebra grafica. ceso de aprendizaje
Hohenwarter, M., Ko- sea contextualizado
vacs, Z., & y facil de interpretar
Recio, T. (2019) los resultados
Capacidad de represen-
tacién grafica
La capacidad de co- Capacidad de Capacidad de represen-
Variable de- La c.e}pac1dad de comuni- munlcg{cm(ril X(rlepre— representar tacién algebraica
. cacién y representacién  sentacién de ideas . .
endiente: : o . - ideas matema- . _
ga ~cidad de de la dimensién inte- sobreladimension C.apaCIdad de conver
pacidac & ractiva de las hipérbolas  interactiva de las sion
comunicacién civan ] idad hinérbol habi
y representa- activan la capacidad cog-  hipérbolas son habi Capacidad de represen-
., . noscitivay el dominiode  lidades intelectuales ‘s
cién de ideas . . tacion
. contenidos conceptuales  de los estudiantes
matematicas . . .
. y practicos orientadosa  que las articulan
sobre la inte- . . .
.. perfilar una competencia. alos lineamientos
ractividad de Alca Alauf. S.. & Comill L L. ) C idad d
la hipérbola ca Alaui, 8., & Comilla  tedricosy practicos  Gapacidad de apacidad de represen-
Quispe, M. (2019) para resolver ejerci-  .omunicar tacién verbal

cios y problemas de
interés.

ideas matemé-
ticas

Capacidad de comuni-
cacion

Fuente: Ramirez Carrasco (2025).

Técnicas e instrumento de recoleccion de datos

Céceres (2016), define al médulo de aprendizaje como una sesién de clase
construida siguiendo una metodologia didactica que incorpora herramientas,
estrategias, o actividades de instruccién y experiencias de aprendizaje,
desarrolladas en periodos de tiempo cortos, asimismo, contiene criterios de
evaluacidn, que buscan atraer la atencién del aprendiz. El médulo de aprendizaje
es un instrumento ideal de recoleccién de datos para evaluar la autonomia de los
estudiantes en la construccién de sus aprendizajes (Mancilla, 2005).


https://de.wikipedia.org/wiki/Markus_Hohenwarter
https://de.wikipedia.org/wiki/Markus_Hohenwarter
https://de.wikipedia.org/wiki/Markus_Hohenwarter
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La medicién de las variables de estudio requiere de la elaboracién de un
médulo de aprendizaje sobre lineamientos teéricos y practicos de la hipérbola,
su desarrollo se aplicard al grupo experimental con el uso del GeoGebra y al
grupo control sin uso del GeoGebra, en este proceso se evaldan en ambos grupos
mediante pruebas de conocimientos y actividades de resolucién de problemas
sobre hipérbola, la representacién y comunicacién de ideas matematicas sobre la
hipérbola.

La validez determina la evidencia suficiente para dar unos argumentos
cientificos para el anilisis e interpretacién de las puntuaciones de los items de un
test, estas pueden concurrir de diferentes fuentes que pueden ser de estructura
interna: de contenido y del proceso de respuesta; estructura externa: en relacién
con otras variables y las consecuencias del test (Oliden, 2003).

El Alfa de Cronbach es un estadigrafo que permite determinar la varianza de
los items y la varianza de la prueba total, ponderada por el nimero total de items,
para medir consistencia interna del test (Ledesma, 2002).

La post prueba, se validé mediante el juicio de cinco expertos que analizaron
la calidad de su contenido de las preguntas formuladas, considerando su
pertinencia, coherencia, relevancia, consistencia y adecuacién, discriminando si
las preguntas de la prueba de la hipérbola miden las dimensiones de las variables
de estudio y estdn contenidas en el contexto de las bases tedricas descritas,
entonces, se determina si el resultado promedio de la validacién fuera de 90% a
mas, indica que existe un alto indice de correspondencia entre los criterios de
evaluacidn que aplicaron los especialistas y por ende el instrumento es valido para
medir las variables de estudio para determinar si el uso del software GeoGebra
mejora la representacion y comunicacion de ideas matemdticas sobre la hipérbola.

La confiabilidad de la prueba de conocimientos y actividades de resolucién
de problemas sobre hipérbola, se determinard mediante una muestra piloto
arbitraria de 20 estudiantes con sus calificaciones obtenidas en cada pregunta se
organizard en una matriz de calificaciones con las que se estimara la confiabilidad
alfade Cronbach, si su coeficiente es mayor oiguala 0.70, indica que el instrumento
es confiable para recoger datos de las variables porque contribuyen a valorar los
atributos latentes en la poblacién de estudio.

En la presente propuesta de investigacién se procedié a evaluar el
instrumento de recoleccién de datos, consistente en una post-prueba que contiene
un conjunto de 5 preguntas en las cuales estdn incluidos 15 items, que evaliian
la “Dimensién interactiva de las hipérbolas para representar y comunicar ideas
matematicas con GeoGebra™

Con respecto a la post-prueba, se aplicd la validacién mediante juicio de
expertos, la implementacién se realizé a través de cinco expertos profesionales
en educacién o ciencias de la educacién, cuyo resultado mas frecuente en escala
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cualitativa fue “Muy Buena Validez”, lo cual indica que la post-prueba goza de la
propiedad de validez porque el conjunto de preguntas disefiadas para evaluar las
variables de estudio estin encuadradas en los aspectos tedricos — practicos que
sustentan la propuesta de investigacién.

Con respecto a la confiabilidad de la post-prueba, se aplicé el Alfa de
Cronbach para los 15 items, las mismas que tuvieron que ser depuradas 4 items
porque no aportan informacién importante para medir las variables de estudio,
por tanto, las 11 preguntas importantes reportan un Alfa de Cronbach de 0.738 que
revela que la post-prueba es confiable porque denota consistencia interna de las
puntuaciones individuales de las preguntas con respecto a la puntuacién total de
la post-prueba; por consiguiente, se infiere que el instrumento de recoleccién de
datos goza de la propiedad de fiabilidad o confiabilidad.

Técnicas de procesamiento y analisis de datos

El desarrollo del médulo de aprendizaje de hipérbola con uso y sin
uso del GeoGebra permitié obtener datos de los contenidos conceptuales y
procedimentales del aprendizaje de los estudiantes, que fueron organizados en
una hoja de cilculo y posteriormente en el software estadistico SPSS para luego
ser procesados de acuerdo a los objetivos de investigacién y los métodos de la
estadistica descriptiva e inferencial, Esto permitié demostrar si efectivamente
el uso del software GeoGebra influye en forma directamente proporcional en
la capacidad de representacién y comunicacién de ideas matemadticas sobre el
desarrollo de la hipérbola en estudiantes de Economia.

a) Estadistica descriptiva

La estadistica descriptiva proporciona un conjunto de métodos y técnicas
para resumir informacién en cuadros o tablas, graficas o figuras, cuyo propdsito
es brindar evidencia objetiva suficiente para contrastar hipétesis (Rendén-Macias,
2016).

En el estudio se presenta la informacién en tablas y graficos estadisticos que
describen las caracteristicas de la Capacidad de representacién y comunicacién
de ideas matematicas sobre el desarrollo de la hipérbola en el plano, por efecto de
las bondades del GeoGebra con su dimensién interactiva.

b) Prueba de hipétesis para comparar los resultados del post test

La hipétesis de investigacién es una proposicién aseverativa que postula
la respuesta tentativa al problema de investigacién que tiene el caricter de ser
verdadera o falsa, en tanto que, la estadistica tiene la finalidad de obtener
informacién de los datos y analizar las evidencias para tomar una decisién,
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(Monterreyy Gémez, 2007), para el proceso devalidarlas hipétesis comparativas, se
utilizard los métodos de la estadistica inferencial paramétrica si las puntuaciones
del médulo de aprendizaje se distribuyen con un comportamiento normal, caso
contrario con los métodos de la estadistica no paramétrica, en cualquiera de las
estadisticas se pretende estimar el pvalor asociado al estadigrafo de contraste
que puede ser el t de Student para la diferencia de promedios en la inferencia
paramétrica o su equivalente en la inferencia no paramétrica la prueba U de
Mann Whitney, que conduce a tomar la decisién de aceptar la hipdtesis estadistica
como cierta con un alto grado de confianza, siempre y cuando las puntuaciones
sean mayores para el grupo experimental cuyo efecto se atribuye a la aplicacién
del GeoGebra para el aprendizaje de las diferentes representaciones semidticas
de la hipérbola y que contribuye a mejorar la capacidad de representacién y
comunicacién de ideas matematicas sobre el desarrollo de la hipérbola.

Para el procesamiento y andlisis de los datos recolectados, se siguieron los
siguientes pasos:

« Codificacién de respuestas: las respuestas del cuestionario fueron
codificadas para facilitar su andlisis. Cada opcién de respuesta se
asigné un valor numérico para su posterior procesamiento estadistico.

« Entrada de datos: los datos codificados se ingresaron en una base de
datos utilizando software especializado en anilisis estadistico, como
SPSS version 27.

o Analisisdescriptivo: se realizaron anilisis descriptivos para resumir las
caracteristicas basicas de los datos recolectados. Esto incluy? el cilculo
de frecuencias, porcentajes, medias y desviaciones estindar para cada
una de las preguntas del cuestionario.

«  Pruebasdehipétesis: sellevaronacabo pruebasestadisticasparaevaluar
las hipétesis planteadas en el estudio. Para ello, se utilizaron pruebas
t para muestras relacionadas, comparando los niveles de competencia
antes y después de la aplicacién de la simulacién computacional.

« Interpretacién de resultados: los resultados obtenidos se interpretaron
en el contexto del estudio, relacionidndolos con los objetivos planteados
y las hip6tesis formuladas. Se identificaron patrones y tendencias en los
datos, y se discutieron las implicaciones educativas de los hallazgos.






Capitulo 4

Resultados de una Intervencion Educativa en Economia

En el capitulo de los resultados, los datos recolectados fueron analizados
meticulosamente utilizando una variedad de herramientas estadisticas para
responder alas preguntas planteadas en el informe de investigacién. Se emplearon
tanto analisis descriptivos como inferenciales, lo que permitié obtener una visién
integral de la informacién recolectada.

Para evaluar la efectividad del uso de GeoGebra en la representacién y
comunicacién de ideas matemdticas sobre la hipérbola, se realizaron pruebas
estadisticas, incluyendo el t-test para comparar las medias antes y después de la
implementacién del software.

A continuacidn, se presentan los resultados detallados de estos anilisis:
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Nivel de representacion y comunicaciéon de ideas matematicas
sobre hipérbolas en un contexto tradicional

OE1: evaluar sin GeoGebra el nivel de representacién y comunicacion de ideas
matematicas sobre la hipérbola en estudiantes de economia en la universidad
nacional de Piura 2024.

De la muestra se obtuvo los siguientes resultados:

Tabla 3. Representacién matemadtica de hipérbolas en economia

Pre-Test

Grupo Control Grupo Experimental
NIVEL

Frecuencia  Porcentaje Frecuencia Porcentaje
INICIO 39 88.6% 39 92.9%
PROCESO 5 11.4% 3 7.1%
LOGRADO o 0% o 0%
TOTAL 44 100% 42 100

Fuente: Ramirez Carrasco (2025).

Nota: obtenida de la Guia de Observacién.

Figura 17. Representacién matematica de hipérbolas en economia pre-GeoGebra

Grupo experimental
Grupo control

0%

Povertaje

4%

HICIO FROCESO LOGRADC

Fuente: Ramirez Carrasco (2025).
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Los resultados de la Tabla 1y la Figura 1 correspondientes al pre-test revelan
que tanto el grupo control como el grupo experimental tienen niveles iniciales
de comprensién y comunicacién de ideas matemadticas sobre la hipérbola muy
similares. La mayoria de los estudiantes en ambos grupos (92.9% y 88.64%) se
encuentran en el nivel de inicio, con una pequefia proporcién en el nivel de proceso
(7.1%y 11.36%) y ninguno en el nivel logrado.

La intervencién con GeoGebra tiene un gran potencial para mejorar la
comprensién y la comunicacién matemadtica de los estudiantes, dado que sus
puntos de partida son comparables y mayoritariamente bajos. Al analizar y
comparar los resultados posteriores, se puede evaluar con precisién el impacto
de GeoGebra en el aprendizaje de los conceptos de la hipérbola, proporcionando
evidencia significativa sobre su efectividad en la educacién matematica.

Impacto del GeoGebra en la representacion y comunicacién
matematica sobre hipérbolas

OE2: analizar como el software GeoGebra mejora el nivel de representacién
y comunicacién sobre la hipérbola en estudiantes de economia en la universidad
nacional de Piura 2024

De la muestra se obtuvo los siguientes resultados:

Tabla 4. GeoGebra mejora representacion de hipérbolas en economia

Post-Test

Grupo Control Grupo Experimental
NIVEL

Frecuencia Porcentaje  Frecuencia Porcentaje
INICIO 43 97.7% 24 57.1%
PROCESO 1 2.3% 11 26.2%
LOGRADO o 0% 7 16.7%
TOTAL 44 100% 42, 100

Fuente: Ramirez Carrasco (2025).

Nota: obtenida de la Guia de Observacién.
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Figura 18. Resultados post-Test de la aplicacién del Geogebra en la comunicacién
y representacién de ideas matematicas sobre hipérbola
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(Grupo experimental
M Grupo control
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Fuente: Ramirez Carrasco (2025).

Los resultados de la Tabla 1 y la Figura 1 correspondientes al post-test
muestran que el grupo experimental, que utiliza GeoGebra, tiene una mejora
significativa en comparacién con el grupo control. Mientras que el 97.7% del grupo
control permanece en el nivel de inicio y solo el 2.3% avanza al nivel de proceso,
el grupo experimental tiene un 57.1% en el nivel de inicio, un 26. % en el nivel de
proceso y un notable 16.7% alcanza el nivel logrado. Estos resultados sugieren
que GeoGebra facilita una comprensién y comunicacién mas efectiva de las ideas
matematicas sobre la hipérbola.

Comparando ambos grupos, queda claro que la intervencién con GeoGebra
tiene un impacto positivo considerable. El grupo experimental muestra una
reduccién en el nivel de inicio y aumentos significativos en los niveles de proceso
y logrado, evidenciando la efectividad de GeoGebra como herramienta educativa
paramejorar los resultados en el aprendizaje de conceptos matemdticos complejos.
Estos hallazgos subrayan la importancia de integrar tecnologias interactivas en la
ensefianza para elevar el nivel educativo.

Comparacion de resultados con y sin GeoGebra

OE3: comparar el nivel de GeoGebra sin aplicar y después de aplicarlo en
la representacién y comunicacién de ideas matemadticas sobre la hipérbola en
estudiantes de economia en la universidad nacional de Piura, 2024.
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4| RESULTADOS DE UNA INTERVENCION EDUCATIVA EN ECONOMIA

Tabla 5. Impacto comparado de GeoGebra en estudiantes de Economia

Pre-Test Post-Test

Grupo . .

Control Grupo Experimental Grupo Control ~ Grupo Experimental

n % n % n % n %
Inicio 39 88.6% 39 92.9% 43 97,7% 24 57,1%
Proceso 5 11.4% 3 7.1% 1 2,3% 11 26,2%
Logrado o 0% o 0% o 0,0% 7 16,7%
Total 44 100% 42 100% 44 100% 42 100%

Fuente: Ramirez Carrasco (2025).

Nota: obtenida de la Guia de Observacién.

Figura 19. Evolucién de la representacién de ideas matematicas sobre hipérbola
con GeoGebra

Grupo experimental Grupo control

| lipes]
ez
@LocRADD
a0
Ml L] [] -
FRE-TEST POST-TEST PRETEST POST-TEST

Fuente: Ramirez Carrasco (2025).

Segun la tabla 3, se interpreta que, para el Grupo Control: Segiin el pretest,
el 88.6% de los estudiantes en el grupo control se encuentra en el nivel de inicio y
el 11.4% en el nivel de proceso. No hay estudiantes en el nivel logrado, lo que indica
que la mayoria de los estudiantes tiene una comprensién bésica de las ideas ma-
temdticas sobre la hipérbola antes de cualquier intervencién. Después de la inter-
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vencion sin GeoGebra, el 97.7% de los estudiantes en el grupo control permanece
en el nivel de inicio y solo el 2.3% avanza al nivel de proceso. No hay estudiantes
en el nivel logrado, lo que sugiere que la falta de intervencién con GeoGebra no
produce mejoras significativas en la comprensién y comunicacién de ideas mate-
maticas sobre la hipérbola en este grupo.

En consiguiente, para el grupo experimental: Segtin el pre-test, el cual es
similar al grupo control, el 92.9% de los estudiantes en el grupo experimental estd
en el nivel de inicio y el 7.1% en el nivel de proceso, sin ningiin estudiante en el
nivel logrado. Esto muestra que ambos grupos tienen puntos de partida compa-
rables. Después de la intervencién con GeoGebra, el grupo experimental muestra
una mejora notable: el 57.1% de los estudiantes se mantiene en el nivel de inicio, el
26.2% avanza al nivel de proceso, y un 16.7% alcanza el nivel logrado. Estos resul-
tados indican que la intervencién con GeoGebra es efectiva para mejorar la com-
prensién y la comunicacién de ideas matematicas sobre la hipérbola en compara-
cién con el grupo control.

Por ende, los datos del post-test destacan que el uso de GeoGebra en el gru-
po experimental facilita una mejoria significativa en el aprendizaje de conceptos
matematicos complejos en comparacién con el grupo control, subrayando la efec-
tividad de integrar herramientas tecnolégicas en la ensefianza.

Optimizacion de los aprendizajes sobre hipérbola a través de
GeoGebra

OG: evaluar como el software Geogebra optimiza las operaciones de
representacién y comunicacién de ideas matemdticas sobre la hipérbola en
estudiantes de economia en la universidad nacional de Piura, 2024.

Para determinar si el uso del software GeoGebra mejora la representacién y
comunicacién de ideas matemadticas sobre la hipérbola en estudiantes de

Economia de la Universidad Nacional de Piura en 2024, se utilizard la prueba
T para muestras apareadas.

A continuacidn, se presenta el desarrollo:
Hipétesis
Ho: No hay diferencias significativas entre los resultados del grupo control

y el experimental.

H;: Hay diferencias significativas entre los resultados del grupo control y el
experimental.



1. Nivel de Significancia: El nivel de significancia serd del 5%
2. Estadistico de Prueba: Prueba T para muestras aparejadas

3. Resultados:

Tabla 6. Prueba de muestras emparejadas del postest de los grupos control y expe-
rimental

Diferencias emparejadas

Sig.
L 95% de interva.lo de com- ¢ gl (Bilate-
Media ~ DeSViacion  fianza de la diferencia ral)
estandar
Inferior Superior
E: POST-TEST 0952 220415 656 , . soo
C:POST-TEST +O%%%*  >77974 1294 589633 4,592 4 ,

Fuente: Ramirez Carrasco (2025).

Interpretacién: La Tabla 6 muestra los resultados de una prueba T para
muestras apareadas, comparando los resultados del post-test entre el grupo
experimental (E: POST-TEST) y el grupo control (C: POST-TEST). Los datos
indican una diferencia significativa en las puntuaciones post-test entre ambos
grupos, con una media de diferencia de 4,095 y una desviacién estindar de 5,779.
El intervalo de confianza del 95% para la diferencia varia entre 2,294 y 5,896. El
valor t es 4,592 con 41 grados de libertad, y la significancia bilateral es 0,001, lo que
indica que la diferencia observada es estadisticamente significativa, rechazando
la hipétesis nula. Ademas, dado que el valor t es positivo, esto indica que el grupo
experimental tiene un rendimiento significativamente mejor que el grupo control
en el post-test. Por lo tanto, se concluye que el uso del software GeoGebra tiene un
efecto positivo y significativo en la mejora de la representacién y comunicacién de
ideas matematicas sobre la hipérbola en los estudiantes del grupo experimental.

Aplicacion del médulo didactico en la investigacion correlacional

Sibien la presente investigacién se ha disefiado con un enfoque correlacional
para determinar la relacién entre el uso del software GeoGebra y la capacidad de
representacién y comunicacién de ideas matematicas sobre la hipérbola, durante
el proceso investigativo se implement6 un médulo didactico para los estudiantes
del grupo experimental. Este médulo tenia como objetivo proporcionar una
experiencia de aprendizaje enriquecida, facilitando la comprensién de la hipérbola
a través de la visualizacién y manipulacion de representaciones dinimicas con
GeoGebra.



GRAFICOS QUE HABLAN. UNA NUEVA FORMA DE APRENDER GEOMETRIA ANALITICA

Eldesarrollo del médulo permitié que los estudiantes del grupo experimental
interactuaran activamente con los conceptos matematicos, explorando la relacién
entre la ecuacién de la hipérbola y sus representaciones graficas. La estructura
del médulo promovié el tratamiento dentro de un mismo registro, como la
manipulacién algebraica de ecuaciones de la hipérbola y su posterior graficacién
en GeoGebra. Ademais, se fomentd la conversién entre registros, permitiendo a
los estudiantes transitar del registro algebraico al grafico y viceversa, facilitando
la identificacién de caracteristicas geométricas clave, como los vértices, focos y
asintotas. Esta interaccién entre registros fortaleci la capacidad de comunicacién
matemadtica, ya que los estudiantes pudieron explicar con mayor claridad la
relacién entre las ecuaciones y sus representaciones visuales.

Diversos estudios respaldan la importancia de la conversién entre registros
en el aprendizaje de las matemdticas. Duval (2004), enfatiza que la conversién
entre registros, como el paso del lenguaje algebraico a la representacién grifica,
es un proceso cognitivo complejo que requiere una comprensién profunda del
concepto matematico. Asimismo, investigaciones recientes han sefialado que la
incorporacién de tecnologias como GeoGebra favorece la integracién de multiples
registros y mejora la comprensién de conceptos abstractos.

Esta intervencién no solo complementé el estudio correlacional, sino que
también sirvid para observar de manera mis precisa el impacto de GeoGebra en
el aprendizaje. Los resultados obtenidos evidenciaron que los estudiantes del
grupo experimental lograron mejoras significativas en comparacién con el grupo
control, lo que sugiere que la integracién de herramientas tecnolégicas como
GeoGebra es una estrategia efectiva para fortalecer la ensefianza de la geometria
analitica. En particular, los estudiantes que lograron una mejor articulacién
entre registros semidticos mostraron mayor precisién en la justificacién de sus
respuestas y en la argumentacién matemadtica, lo que demuestra que el dominio
de estas transiciones potencia la capacidad de comunicar ideas matematicas de
manera efectiva.

Registros de representacién semiodtica y su impacto en la
comunicaciéon matematica

La teoria de los registros de representacién semiética de Duval sostiene
que la comprensién matemadtica depende de la capacidad de los estudiantes para
tratar y convertir informacién entre diferentes representaciones. En el contexto
del aprendizaje de la hipérbola con GeoGebra, se identificaron los siguientes
registros fundamentales:



1. Registroalgebraico: representado por ecuaciones de la hipérbola en sus
distintas formas, proporcionando la expresién simbdlica de la relacién
matematica.

2. Registro grafico: expresado mediante la construccién visual de
la hipérbola en el plano cartesiano, facilitando la identificacién de
elementos clave como focos, vértices y asintotas.

3. Registro numérico: presente en la tabulacién de valores que permiten
verificar puntos de la curva.

4. Registroverbal:involucraladescripcién oral o escrita delas propiedades
y relaciones de la hipérbola.

El uso de GeoGebra permitié que los estudiantes pasaran de manera fluida
entre estos registros, promoviendo una comprensién mas profunda del concepto.
Por ejemplo, al ingresar la ecuacién de una hipérbola en el software y observar su
representacion grafica, los estudiantes realizaron conversiones entre el registro
algebraico y el grafico. De manera similar, al analizar los valores de coordenadas
y relacionarlos con la ecuacidn, se efectuaron conversiones entre los registros
numérico y algebraico.

Esta interaccién constante entre registros fortalecié la capacidad de
comunicacién matematica de los estudiantes, ya que pudieron justificar sus
respuestas y explicar sus razonamientos con mayor precisién. En la evaluacién
post-test, se evidencié que los estudiantes que lograron mayor dominio en la
conversidn de registros también mejoraron significativamente en la comunicacién
de ideas matemadticas sobre la hipérbola.

Impacto de GeoGebra en el Aprendizaje Matematico

Los resultados de esta investigaciéon demuestran de manera contundente
que el uso del software GeoGebra tiene un efecto significativo en el aprendizaje
de conceptos matemdticos, particularmente en temas complejos como las
hipérbolas. Los datos recopilados revelan que el grupo experimental, que empled
GeoGebra como herramienta de apoyo, superd ampliamente al grupo control en
las evaluaciones posteriores a la intervencién. Este avance no solo se reflejé en las
calificaciones, sino también en la capacidad de los estudiantes para representar y
comunicar ideas matematicas de manera mas clara y precisa. La facilidad con la
que GeoGebra permite manipular representaciones graficas y algebraicas parece
ser un factor clave en este progreso, ya que los estudiantes lograron establecer
conexiones més sélidas entre diferentes registros semidticos.
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Ademas, los hallazgos de este estudio respaldan investigaciones previas que
destacan el papel de las herramientas tecnoldgicas en la educacién matematica.
En particular, se observd que GeoGebra no solo mejora la comprensién teérica,
sino que también fomenta un aprendizaje mas activo y participativo. Los
estudiantes que utilizaron el software mostraron una mayor disposicién para
explorar conceptos por su cuenta, lo que sugiere que la herramienta promueve la
autonomiayla curiosidad intelectual. Este aspecto es fundamental en un contexto
educativo donde el desarrollo de habilidades de pensamiento critico y resolucién
de problemas es prioritario. La capacidad de GeoGebra para presentar informacién
de manera interactiva y dinidmica parece ser un elemento determinante en este
proceso, ya que facilita la experimentacién y el descubrimiento guiado.

Implicaciones Educativas y Futuras Investigaciones

Los resultados obtenidos tienen importantes implicaciones para la
practica docente, especialmente en dreas donde los estudiantes suelen enfrentar
dificultades con conceptos abstractos. La integracién de GeoGebra en el curriculo
matematico no solo podria mejorar el rendimiento académico, sino también
reducir la ansiedad y la resistencia que muchos alumnos experimentan hacia esta
disciplina. Los docentes que adopten esta herramienta tendrian la oportunidad de
disefiar clases mds dindmicas, donde la visualizacién y la manipulacién de objetos
matematicos jueguen un papel central. Esto no solo beneficiaria a los estudiantes
con mayores dificultades, sino que también ofreceria a los mas avanzados la
posibilidad de profundizar en temas complejos mediante la exploracién auténoma.

Sin embargo, es importante reconocer que el éxito de GeoGebra como
recurso didactico depende en gran medida de la formacién docente y del acceso a
infraestructura tecnoldgica adecuada. Futuras investigaciones podrian explorar
cémo adaptar esta herramienta en contextos con limitaciones de recursos, asi
como evaluar su impacto a largo plazo en el desempefio académico. Ademds,
serfa valioso estudiar cémo combinar GeoGebra con otras metodologias activas,
como el aprendizaje basado en proyectos o la flipped classroom, para maximizar
sus beneficios. La evidencia sugiere que, cuando se usa de manera estratégica,
GeoGebra no solo es 1til para ensefar contenidos especificos, sino que también
puede transformar la manera en que los estudiantes perciben y se relacionan con
las matematicas.

En conclusidn, esta investigacién refuerza la idea de que las herramientas
tecnoldgicas, cuando se integran de manera pedagdgicamente sélida, tienen
el potencial de revolucionar la ensefianza de las matemadticas. GeoGebra, en
particular, se posiciona como un recurso invaluable para facilitar la comprensién
de conceptos abstractos, promover la comunicacién matemadtica y fomentar



un aprendizaje mds significativo. Los hallazgos presentados no solo aportan
evidencia empirica sobre su eficacia, sino que también abren nuevas lineas
de investigacién para seguir explorando su impacto en diferentes contextos
educativos. La adopcién generalizada de este tipo de tecnologias podria ser un
paso crucial hacia una educacién matematica mis inclusiva, dindmica y efectiva.

Conclusiones sobre el Impacto de GeoGebra en el Aprendizaje

Los resultados de este estudio confirman que GeoGebra es una herramienta
altamente efectiva para mejorar la comprensién y comunicacién de conceptos
matematicos relacionados con la hipérbola. Los estudiantes que utilizaron el
software mostraron un desempefio académico superior en comparacién con
aquellos que siguieron métodos tradicionales. Esta ventaja se evidencié no solo
en la resolucién de problemas, sino también en la capacidad de expresar ideas
matemadticas con mayor claridad y coherencia. La interaccién dindmica con
representaciones graficas y algebraicas permitié a los alumnos desarrollar una
comprensién mis profunda de las propiedades de la hipérbola, facilitando asi un
aprendizaje mas significativo.

Ademas, GeoGebra demostrd ser especialmente til en el tratamiento y
conversion de registros semiéticos, habilidades fundamentales en el estudio de
las matematicas avanzadas. Los estudiantes lograron transitar con mayor fluidez
entre representaciones algebraicas, grificas y verbales, lo que les permitié abordar
problemas desde multiples perspectivas. Este hallazgo refuerza la importancia de
integrar herramientas tecnoldgicas en la ensefianza, ya que no solo mejoran la
precisién en el trabajo matematico, sino que también fomentan un pensamiento
mas flexible y analitico. La capacidad de visualizar conceptos abstractos de
manera interactiva resulté clave para consolidar el aprendizaje.

Recomendaciones para la Implementacion de GeoGebra

Para maximizar los beneficios de GeoGebra, se recomienda que las
instituciones educativas lo incorporen de manera formal en los programas de
Geometria Analitica. Su uso sistemdtico puede transformar la ensefianza en un
proceso mas dindmicoy participativo, donde los estudiantes exploren activamente
los conceptos en lugar de limitarse a recibir informacién. Los docentes deberian
recibir capacitacién continua para aprovechar al maximo las funcionalidades
del software, diseflando actividades que promuevan la experimentacién y el
descubrimiento guiado. Este enfoque no solo mejoraria el rendimiento académico,
sino también la motivacién hacia las matematicas.
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Otra recomendacién clave es realizar evaluaciones diagnésticas previas a la
implementacién de GeoGebra, con el fin de identificar las necesidades especificas
de los estudiantes. Esto permitiria adaptar las estrategias didicticas para
reforzar dreas débiles y potenciar las habilidades existentes. Asimismo, se sugiere
desarrollar médulos de ensefianza estructurados que integren el software de
manera progresiva, asegurando que los alumnos dominen tanto los conceptos
tedricos como las herramientas tecnoldgicas. Finalmente, futuras investigaciones
deberian explorar el impacto de GeoGebra en otros temas matemdticos, asi
como en diferentes niveles educativos, para consolidar su papel como recurso
pedagdgico esencial en la educacién moderna.
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